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内容简介 


本书是综合大学、师范院校高等代数课程教学用书。本书第一版被评为普 
通高等教育“十五”国家级规划教材，北京市高等教育精品教材立项项目。 此教 
材有两个 特色： 一 是贴切课堂教学和学生自学的实际，由浅入深，从具体到抽 
象，由生动直观到理性推理，使学生较为顺利地进入代数学的抽象 领域； 二是 
以代数学的研究对象和基本思想、基本方法作为全书的主线，从而保证学生受 
到较充分的代数学训练，在理论上达到 足够的 深度和高度。其科学内容符合作 
为现代代数学入门课程的教材所应达到的水准。第二版对全书作了系统、全面 
的修订，使这两个特色更臻完善。第二版重印又对行列式理论作了大的修改，使 
之更通俗易懂。 

全书共十二章，分上、下两册出版。上册(第一章至第五章)是线性代数的基 
础教材，内容包括向量空间、矩阵、行列式、线性空间与线性变换、双线性函数与 
二次型。下册(第六章至第十二章)包括三方面 内容： 一是带度量的线性空间及 
Jordan 标 准形; 二是有理整数环及 一元、 多元多项式环，第二版中又增加了介绍 
群、环和域的基本概念的内容;三是 n 维仿射空间与 n 维射影空间，张量积与外 
代数。本书每个章节都安排了相当数量的习题作为课外练习或习题课上选用， 
其中的计算题在书末附有答案，较难的题则有提示。 

本书可作为综合大学、高等师范院校数学系、力学系、应用数学系大学生高 
等代数课程的教材或教学参考书，对于青年教师、数学工作者本书也是很好的 
教学参考书或学习用书 。本书有配套的学习辅导书 《高 等代数学习指南》 (书号: 

ISBN 978-7-301-12905-0/0 • 0740,定价 25. 00元），供读者参考。 


作者简介 

蓝以中北京大学数学科学学院教授。1963年毕业于北京大学 
数学力学系，长期从事代数学和数论的科学研究和教学工作。 
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自1995年以来，在姜伯驹院士的主持下，北京大学数学科学 
学院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际，创造 
性地贯彻教育部“加强基础，淡化专业，因材施教，分流培养”的办 

学方针，全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优 
势，在培养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革 

新，以及教材建设等方面进行了全方位、大力度的改革，取得了显 
著的成效。2001年，北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获 
全国教学成果特等奖，在国内外产生很大反响。 

在本科教育改革方面，我们按照加强基础、淡化专业的要求， 

对教学各主要环节进行了调整，使数学科学学院的全体学生在数 
学分析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上，接受学时 
充分、强度足够的严格训练；在对学生分流培养阶段，我们在课程 
内容上坚决贯彻“少而精”的原则，大力压缩后续课程中多年逐步 
形成的过窄、过深和过繁的教学内容，为新的培养方向、实践性教 
学环节，以及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取 
到了必要的学时和空间。这样既使学生打下宽广、坚实的基础，又 
充分照顾到每个人的不同特长、爱好和发展取向。与上述改革相 
适应，积极而慎重地进行教学计划的修订，适当压缩常微、复变、 
偏微、实变、微分几何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学时。 
并增加了数学模型和计算机的相关课程，使学生有更大的选课余 


地 


在研究生教育中，在注重专题课程的同时，我们制定了 30多 
门研究生普选基础课程（其中数学系18门），重点杠宽学生的专 
业基础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解。 

教材建设是教学成果的一个重要体现。与修订的教学计划相 
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配合，我们进行了有组织的教材建设。计划自1999年起用8年的 
时间修订、编写和出版40余种教材。这就是将陆续呈现在大家面 
前的《北京大学数学教学系列丛书》。这套丛书凝聚了我们近十年 
在人才培养方面的思考，记录了我们教学实践的足迹，体现了我 
们教学改革的成果，反映了我们对新世纪人才培养的理念，代表 
了我们新时期的数学教学水平。 

经过20世纪的空前发展，数学的基本理论更加深入和完善, 
而计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛，而且活跃 
于生产第一线，促进着技术和经济的发展，所有这些都正在改变 
着人们对数学的传统认识。同时也促使数学研究的方式发生巨大 
变化。作为整个科学技米基础的数学，正突破传统的范围而向人 
类一切知识领域渗透。作为一种文化，数学科学已成为推动人类 
文明进化、知识创新的重要因素，将更深刻地改变着客观现实的 
面貌和人们对世界的认识。数学素质已成为今天培养高层次创新 
人才的重要基础。数学的理论和应用的巨大发展必然引起数学教 
育的深刻变革。我们现在的改革还是初步的。教学改革无禁区，但 

要十分穗重和 积极； 人才培养无止境，既要遵循基本规律，更要不 

断创新。我们现在推出这套丛书，目的是向大家学习。让我们大家 
携起手来，为提高中国数学教育水平和建设世界一流数学强国而 
共同努力 
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张继平 

2002年5月18日 
于北京大学蓝旗营 



第二版前言 


根据数学史记载，大约在公元825年已经出现了代数学的专 
门著作。在这以后的一千多年时间内，代数学始终处在蓬蓬勃勃 
的发展之中。许多杰出的数学家，例如欧拉、高斯、伽罗瓦、希尔伯 
特、诺特等贡献了他们的聪明才智，作出了辉煌灿烂的成果。在近 
代，代数学作为数学科学的主要理论分支之一，更是被大力研讨， 
丰硕的理论成果如江河之水奔泻直下，令人目不暇接。代数学无 
疑是人类宝贵的文化宝库中的一支奇葩。 一 个刚刚步入人生旅程 
的青年，必须尽可能多和尽可能扎实地从人类文化宝库中吸取营 
养，才有可能创新立业。这也就是他们必须经历小学、中学和大学 
的长时间的学习的缘故。而在中外一切大学的数学教育中，代数 
学都是一门主要课程。这就是说，大学的代数学教学，应当把代数 
学一千多年发展中形成的精华传授给青年学生，用老一辈数学家 
创立的学说来武装青年一代的头脑。但是，在从事这项工作时却 
必须掌握好分寸。内容过深，大多数学生无法接受，自然不可行。 
而内容过浅，课堂上只讲授一些概念和粗浅的命题，避开较为深 
刻的内容，学生没有接触到代数学中的精华，没有接受较严格的 
教育和训练，他们的素质和能力没有得到应有的提高，那就没有 
达到本课程教学的基本要求。这就是像华罗庚先生所说的，入宝 
山而空返。这个问题是本教程编写中反复斟酌的问灣。作者掌握 
的原则是 ：书中 既包含代数学基础理论中较为深刻的、富有启迪 
意义的精彩成果，使它在理论上达到应有的高度，符合现代科学 
技术发展的要求，同时，又让本书的内容和习题对于确实掌握中 
学教学计划规定的全部内容，进入大学后又能认真、扎实地学习 
的学生都能接受，能掌握。这也是本教程此次修订中进一步着重 
考虑的问题。 
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代数学是研究“运算”的科学。在19世纪中叶之前，代数学研 
究的是复数及其加、减、乘、除四则运算，核心问题是各种代数方 
程的求解和根的分布。这些研究的成果进入学校教学中，在中学 
是讲授二、三元一次联立方程组和 一元一 、二次代数方程，这应称 
为“初等代数”。进入大学后则讲授一般的多元线性方程组和一元 

高次代数方程，这在经典代数学中算是高深的学问了，因此这课 
程被称为 “Higher Algebra ”, 译成中文就是“高等代数”。在伽罗瓦 

的工作问世之后，人们逐渐认识到，把研究领域局限在复数范围 
无异于作茧自缚。实际上我们面对的是形形色色缤纷多彩的世 
界，其中存在着各种各样的运算形式，它们都应当是代数学的研 
究对象。人们发现，单纯研讨这些运算的理论时，运算对象的具体 
背景和运算的具体内涵无关紧要，真正起作用的是它们所满足的 
运算法则，于是形成了抽象代数系统的理论。代数学的这些思想 
对于初入大学的青年是陌生的，他们在中学中接触的都是数的运 
算，脑子里已经形成一个观念，认为做运算的都应当是数。现在要 
学习的竟是一个抽象集合内的抽象运算，而且仅以几条简单的运 
算法则为基础就能构建起一座富丽堂皇的大厦，不少人对此迷惑 
不解，产生畏惧心理。有些代数学教科书又片面追求逻辑的完美， 
忽视人的认识规律，未经任何准备就把抽象代数学的概念硬性灌 
输给学生，更加大了学习的难度。因此，在高等代数课程的教学过 
程中历来存在诸多难点。克服学生的畏惧心理和摒弃违反教育学 
基本原则的教学方法，是高等代数教学中面临的一个重要课题 
这个课题正是本教程着力解决的又一个关键性问题。例如，本书 
的重点研究对象是线性空间，这是一类最初等然而极具典型性的 
抽象代数系统。为了让学生从中学的初等代数知识较顺利地过渡 
到这个抽象代数系统，本书设计了三个阶梯。首先，从二、三元一 
次联立方程组前进到 m 个方程《个未知量的一般线性方程组，在 
理论上提高了一个层次，但还是停留在数的运算的领域。其次，从 
线性方程组引导出 m 维向量空间和矩阵，这又上升了一个层次， 
已经摆脱了数的限制，进入了非数的向量和矩阵的运算，但运算 
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对象和运算方法却是具体的。在这过程中强调指出 ：运算 对象和 
运算方法的具体内涵是非本质的，关键是它们所满足的运算法 
则。此次修订中又进一步阐明矩阵是刻画向量空间之间的线性映 
射的工具。在作了这一系列准备之后，最后才上升到抽象线性空 
间和线性变换。这个例子中体现的由浅入深，由具体到抽象，由直 
观分析到理性思维，逐步过渡的方法贯穿于本教程全书。多年教 
学实践证明，本教程采取的这些措施不但化解了教学中的难点 
而且使学生加深了对代数学基本思想的理解。这些知识都是前辈 
数学家智慧的结晶，它们也为从事科学工作提供了极好的范例 
这对学生未来的工作与学习都将产生深刻的影响。 

本书每小节后附有足够数量的习题，此次修订中又作了补 
充。每节的习题按难易程度依次排列。排在前面的是基本题，其任 
务是帮助学生检查对课程内容理解的程度。只要确实掌握了该部 
分课文的知识，做这些题不会有大的困难。反过来说，如果这些基 
本题不会做，那就没有达到该部分的基本要求，就应抓紧复习课 
文的内容，找出不足之处加以补充订正。排在较后面的是提高题， 
其目的是指导学生灵活运用所学的知识去分析问题，寻找解决问 
题的方法，有一定的难度。但它是学生提高自己能力必须经历的 
过程，应当尽可能多地接受这方面的训练。做这些题可以激励学 
生勇于思考创新，经过对该题涉及的知识的深入思考探索，由此 
及彼，由表及里，最后融会贯通，这才能较扎实地用前人创造的知 
识武装自己。我国有一句成语，说“开卷有益”，借用这句成语的意 
思，我们也可以说，思考有益。学习时多动脑思考，养成习惯，终生 
受益。应当指出，较难的题不是每个人都能解出，但是只要认真尽 
力，尽管最后没有找到解决问题的途径，但在这过程中已经帮助 
您大大地熟悉了该部份的知识，锻炼了您的分析问题的能力，您 
仍然是大有收获的。所以，不必为做不出某些较难的题而气馁。 

本教程自编写与正式出版以来，已在北京大学数学科学学院 
作为本科高等代数课程的教材使用多年 ，取 得良好的教学效果。 
此课程于2004年被评定为国 家级精品课。 本教材也先后被评为 
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普通高等教育“十五”国家级规划教材和“十一五”国家级规划教 
材。现在，作者依据教学中的实际情况，再次对此书作系统的修 
订，以期更加适应课堂教学和学生自学的要求。据了解，目前某些 
地区中学不再讲授复数的知识。但是，不懂复数是无法学习高等 
代数课程的。所以，此次修订时在第一章起始处添加了“复数的基 
本知识”这一小段以作补充。在第一版的前言中曾指出，本书用代 
数学的基本思想作为贯穿始终的一条主干线。为了把这个思想表 
达的更加明晰，此次在第九章最后添加一小节，介绍群，环和域的 
基本概念，实际上是对前九章中阐述的代数学思想作一个总结和 
提高，同时又为后面学习抽象代数课程指明了方向。最后应说明， 
第十一章和第十二章属于较深入的知识，此次也作了必要的修 
订，以使其内容更易理解。是否讲授这两章的内容，要视各校的学 
时安排及学生的具体情况酌定。 

赵春来教授和姜健飞教授根据他们教学中的实际经验对本 
书的修订提出了宝贵的意见，作者在此向他们表示衷心的感谢。 


作者 

2006年12月 
于北京大学 


附言此次重印对第三章行列式理论作了大的修改，使其更通 


俗易懂。 


作者 

2009年9月 


刖 


高等代数是综合大学和师范院校数学院(系)本科生的三门主要 
必修基础课(分析，几何，代数)之一,在教学计划中属于关键性的课 
程.编写一部符合现代科学发展水平的合格的高等代数教材，无疑是 
一项重要的工作.在从事这项工作时，首先要解决的问 题是： 代数学 
作为数学科学的三大理论支柱之一，它的研究对象是什么?关于这一 
点，段学复院士于1962年在为范德瓦尔登的“代数学”中译本所写的 
序言中 指出： “一百多年来，尤其是本世纪以来，随着数学的发展以 
及应用的需要，代数学的研究对象以及研究方法发生了巨大的变革. 
一系列新的代数领域被建立起来，大大地扩充了代数学的研究范围， 
形成了所谓近世代数学.它与以代数方程的根的计算与分布为研究 
中心的古典代数学有所不同，它是以研究数字、文字和更一般元素的 
代数运算的规律及各种代数结构——群、环、代数、域、格等——的性 
质为其中心问题的.”这里所说的观点，是中外数学家普遍认同的.因 
此，它自然应当是我们编写代数学的入门课程——高等代数教材的 
基本指导思想.为了使学生在两个学期的教学中对现代代数学的研 
究对象、基本思想和基本方法有一个初步但又是清楚的认识，我们认 
为下列几个基本问题是在教材编写和课堂教学中必须首先解决的. 


1. 什么是贯穿高等代数教学的主干线 


经典代数学的研究课题是各类代数方程的求解问题.但是很容 
易看出，线性方程的解本质上是向量空间和矩阵理论的一个简单的 
应用.自 Galois 的理论问世以后，又使人们认识到一元高次代数方 

程的求根本质上是域的结构理论，特别是域扩张和域的自同构群的 
理论的应用.由此人们逐渐认识到，代数的基本研究对象应当是各类 
代数系统及其相互关系(态射).高等代数作为代数学的入门课程，应 
当是以中学代数知识(即经典代数学中方程的求解问题)为出发点， 
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将学生逐步引导到现代代数学的基本研究对象上来.这应当就是贯 
穿髙等代数课程的主干线.具体说，就是从研究线性方程的理论入 
手，引导出向量空间和矩阵的基础理论,在此基础上再过渡到抽象的 
线性空间(一类最简单的代数系统)及其态射(线性映射，特别是线性 
变换)的理论.从研究中、小学中熟悉的整数理论，经过总结提高成为 
有理整数环，再过渡到一元与多元的多项式环.通过高等代数课程的 
教学，使学生初步接受抽象代数学的基本思想，并接受抽象代数学基 
本方法的初步训练.这应当是此课程教学的基本要求. 


在教学中如何贯彻认识论或教育学的基本原则 


秦 


作为大学低年级的入门课程，其理论的阐述应当符合人的认识 
规律，即由浅入深，从具体到抽象，由形象直观到理性思维，例如，通 
过分析线性方程组结构的直观上的特点导出向量空间和矩阵及其运 
算的基本理论，以具体的齐次线性方程组有无非零解来导出向量组 
线性相关与无关的抽象概念等等.在学生熟悉了具体的向量空间和 
矩阵之后，再过渡到抽象的线性空间和线性映射理论.通过学生熟练 
掌握的整数及其运算上升到有理整数环，以具体的有理整数环为范 
例阐述因子分解理论及商环理论(不给出一般定义），再过渡到一个 
或多个不定元的多项式环.在本教材中，我们遵循这个原则来处理各 
个章节中基本概念的引入及基本理论的展开. 

在一些线性代数教材中，通过三维几何空间来引入一般向量空 
间.这一做法有如下 缺点： 首先,现在高等代数与解析几何常常并列 
开，学生在学习线性代数前并未熟悉三维几何空间中的向量理论 (仅 
在中学物理中知道力、速度等向量的简单概念），不能作为较踏实的 
出发点.而且从教学实践看，学生学习三维几何空间的向量理论并不 
是很轻松就掌握的.但更重要的一点是，从三维几何空间推广到高维 
空间(特别是任意数域尺上的向量空间)是许多学生难于接受的，因 
为现实空间只到三维为止，他们难以理解为什么会有 n 维空间.而从 
线性方程组结构来引入一般向量空间最为自然，从教学实践中看，学 
生易于接受.因此，三维几何空间在本课程中应作为线性空间一个重 
要、直观的例子来使用，而不宜作为整个理论的出发点. 



前言 


3. 在高等代数课程中，学生应受到哪些最基本的训练 


除了与其他数学课程共同的基本训练(如逻辑思维能力等)之 
外，从高等代数课程本身的特点来看，似乎有以下几个方面是最主要 
的，应当贯穿课程始终的. 

1) 代数学基本思想的训练.代数学具有高度抽象性和一般性. 
所研究的代数系统，其元素及代数运算都未有具体内容，而仅要求满 
足一定的运算法则，这是概括了许多具体的客观事物的共性之后形 
成的非常一般的规律，从而有广泛的应用.这种抽象思维的训练，不 
但在数学各个方向是需要的，在其他学科及实际工作中也都是很重 
要的.这是提高学生整体素质的一个重要方面.从事抽象思维训练, 
是代数学的特有的优点，在本课程教学中应当紧紧抓住这一点. 

2) 代数学基本方法的训练.培养学生在抽象线性空间内处理理 
论问题的能力.能把较具体的问题如线性方程组，矩阵领域的问题转 
化为抽象线性空间和线性变换领域的问题来处理;又会把抽象领域 
的问题具体化(如计算线性变换特征值转化为解代数方 程). 初步学 
习抽象代数中普遍使用的基本方法，如线性空间的子空间的运用(在 
群论、环论、模论、线性结合与非结合代数中的子群、子环、子模、子代 
数等等的应用都是这一普遍方法的体现），商空间的应用（对应于一 
般情况下商群、商环、商模、商代数的使用）. 

3) 线性代数基本计算,特别是求解线性方程组，求逆矩阵，计算 
行列式，求线性变换特征值与特征向量，用正交变换化实对称矩阵成 
对角形等等数字计算的训练. 

4) 矩阵与多项式技巧的运用，特别是分块矩阵的使用. 

5) 综合运用分析、几何、代数方法处理问题的初步训练. 


如何处理基本理论与实际应用之间的关系 


參 


高等代数的理论知识在数学、自然科学、工程技术以至经济人文 
等领域都有广泛的应用.在教材中适当加入一些实际应用的知识和 
好的例题是必要的，也有助于学生提高学习本课程的积极性和兴趣. 
但它作为一年级的基础课程，仍应以基本知识和基本方法的训练为 
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主，以期提高学生的整体素质.在本课程中不可能也没有必要花过多 
的精力去研究实际问题的应用. 


矩阵论在本课程中处于何种地位 


矩阵是重要的数学工具，有广泛的应用.在本课程中应包含适度 
的使用矩阵工具(技巧）的训练.高等代数课的基本任务是以线性空 
间这一简单的代数系统为例来阐述代数学的基本思想和一般性方 
法.对有限维线性空间，取定一组基后可以把问题转换为具体的矩阵 
论课题.但对无限维线性空间以至一般代数系统(群、环、模等)则不 
可能，所以矩阵论不能全面反映代数学的基本思想、方法，它不是本 
课程的主干线，不应占太大分量,冲击主干线.有两点要特别 提出： 

1) 矩阵是线性映射(变换)及双线性函数在取定基后的具体表 
现形式.矩阵论的许多问题如特征值、特征向量，相抵、相似、合同等 

等都可以在线性空间中很直观、简明地处理 . N . Jacobson 在《抽象代 
数学第二卷线性代数》的序言中 指出： 处理矩阵论中这些核心课题， 
“对于抽象代数很熟练的读者无疑地会看清捷径的”.作为数学系学 
生，应训练从更高观点（而不是单从计算技巧上)处理这些问题.因 
此，本书从引入线性空间和线性映射(变换)之后，自始至终都从线性 
空间的角度(特别是分解为子空间的直和及利用商空间)来处理这些 
基本课题，目的就是让学生逐渐接受和熟悉代数学的基本思想和具 
有普遍意义的方法.这同时也为后继课程《抽象代数》作了充分的准 
备.从教学的实践看，这种作法取得了良好的效果. • 

2) 有些领域矩阵使用很多，应由该方向在高等代数课基础上酌 
情补充讲授有关内容.本课程作为低年级大学生的基础课，应侧重基 
础理论，基本思想，基本方法的训练，不可能包打天下,讲授后面课程 

需要的一切知识. 

下面对本教材的框架结构作一说明.此教材由三大部分组成. 
第一 部分： 从线性方程组引出向量空间和矩阵，再抽象为线性 
空间和线性变换，再利用双线性函数和二次型在线性空间中引入度 
量，建立度量线性空间（欧氏空间与酉空间)及其中依赖于度量的特 
殊线性变换的理论，可用下面框图表示其结构. 
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线性方程组 


矩阵 


向量空间 


行列式 


线性变换 


线性空间 


若当 


双线性函数 
二次型 


标准形 


欧氏空间与酉空间 


线性代数与分析、几何 


第二 部分： 从中、小学的整数知识总结归纳为有理整数环，再用 
多项式与整数在运算中的共性(有加、乘两种运算，有带余除法等）, 
说 明这运算所产生的基本理论(整除性、因子分解等等)仅依赖于其 
满足的运算法则，从而导出不定元的抽象一元多项式环，再进一步讨 
论多元多项式环，图示 如下： 


在第二部分的教学中，实际上已经形成了环，特别是多项式环的 
基本思想，这就为将来在抽象代数课中学习环的理论打了基础. 

第三 部分： 线性空间的张量积与外代数. 

本教材按每周课堂讲授4学时(另加2学时习题课），共两个学 
期,每学期18周安排教材内容.如果学时不足或学生程度不够，则删 
去教材中带 * 号的章节.在每个章节中都安排了相当数量的习题作 
为课外作业或在习题课上选用，其中的计算题在书后附有答案，较难 
的题则有提示. 

本教材在编写过程中得到北京大学数学科学学院领导的大力支 

持.院长张继平教授邀请学院中长期从事代数学科研与教学工作的 
徐明曜、赵春来、王杰、方新贵几位教授对教材编写的总体设想及大 
纲作了细致的讨论，提出了许多宝贵的意见.徐明曜、王杰两位教授 
把他们过去使用过的部分讲义提供给编者参考.赵春来教授对教材 
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进行了细心的审阅，又提出了许多中肯的修改意见.特别是，学院领 
导邀请著名数学家项武义教授前来北京大学就高等代数教学的改革 
问题进行了多次座谈与讨论，使编者从中得到许多启发.编者在此向 
他们表示诚挚的感谢. 

本教材编写自始至终都得到北京大学出版社刘勇同志的热情支 
持.北京高新特激光照排中心唐开宇同志为本教材的排版及多次修 
改付出了辛勤的劳动，在此一并致谢. 


编者 

2001年12月 
于北京大学 
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第一章代数学的经典课题 


引 


— 

目 


代数学是一个历史悠久的数学分支，它有着十分广泛的应用领 
域.从本来的意义上说，代数学研究数和它的加、减、乘、除四则运算 
(统称代数运算).因此，代数学的知识渗透到人类的生产实践、社会 
实践以至日常生活的一切领域.它的基本知识是每个人都需要具备 
的.从小学到中学的 12 年启蒙或普及教育中，代数是贯穿始终的 一 
门主课.从中学毕业岀来的青年学生，已经对数及其四则运算有了丰 
富的感性认识和初步的理论知识. 

但是，在这个人人熟悉的，粗看起来似乎颇为简单的领域中，其 
实蕴含着十分丰富、十分深奥的知识.其中许多课题至今仍然远远没 
有被人们弄清楚.举一个典型的 例子： 大约在1637年，法国数学家 
Fermat 断言，对于大于2的整数 w , 三个未知量的代数方程 

没有正整数解.这个问题中，只牵涉到正整数的加法与乘 

法(乘方)运算，可说是再简单不过了，具有初中一年级代数知识的人 
都能看明白.但是它历经350余年，无数第一流的数学家为之绞尽脑 
汁，才于1994年被 Princeton 大学的数学家 Wiles 使用现代最深奥 

的数学理论得出解答.这一例子说明，植根于数及其四则运算的理论 
这一片沃土上的代数学，在经过漫长的发展过程之后,无疑已成为一 
个内容十分丰硕的理论学科. 

高等代数是代数学的入门课程，它的任务是阐述代数学的一些 
基础知识，使读者了解代数学的研究对象，初步掌握代数学的基本思 
想和处理问题时特有的一套基本方法.在本教程中，我们大致从两个 
方面来进入这个课题. 

首先，从生产实践和自然科学理论中，自然地产生了求解代数方 
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程的问题，它就是代数学的经典课题.例如，根据牛顿第二运动定律, 
物体所受的力 F ， 它的质量 m 和产生的加速度 a 之间存在关系 F = 

如果已知物体的质量 m 和所受的力求加速度 a , 这就是一元 
一次方程的求解问题.又比如，一个以初速在水平面上作匀加速 
运动的物体，它的加速度 a , 运动时间 i 和移动的 距离* S 满足 


rrta 




S = v 0 t + 


如果已知求运动时间6这就是求一元二次方程的根.数学 
史表明，早在中世纪人们就已经找到解一元一次、二次代数方程的一 
般方法.到欧洲的文艺复兴时代，又找到一元三次、四次方程的求根 
公式.但是随后数学家们就碰到难题了.在数百年时间内，他们苦苦 
寻求五次以上代数方程的求根公式，却总是遭到失败.直到1832年, 
法国数学家 Galois 才找到了一个高次代数方程有根式解(即用该方 
程的系数经加、减、乘、除及开方运算表示它的全部根)的判别准则， 
完满地解决了高次代数方程根的理论课题.根据 Galois 的理论，五 
次以上的一般代数方_没有求根公式. Galois 的工作中最值得注意 
的是,他不是局限在数的四则运算的范围内考查问题.他跳出这个圈 
子，考查《次方程的 w 个根的某些置换所组成的集合规定 G 内两 
个置换的“乘积”是对根的集合逐次进行这两个置换.于是他在一个 
并非由数组成的集合 G 内定义了一种新的代数 运算： 乘法(它完全 
不同于数的乘法).他发现这种乘法也具有与数的乘法相类似的某些 
运算法则(例如满足结合律等等).这个新的具有乘法运算的集合我 

们现在把它称为该高次代数方程的 Galois 群. Galois 证明： 高次代 
数方程有没有根式解取决于它的 Galois 群的结构.这样，人们的认 
识发生了一个质的飞跃,那就是为了研讨数及其代数运算中所包含 
的深刻规律，我们必须跳出数及其四则运算的框框，去研究一个更一 
般的集合及其中应有的代数运算.这样，代数学发生了一个革命性的 
变化： 从研究代数方程的求根这一经典课题解脱出来，变成研究一 
个一般的集合(其元素可以完全抽象，没有具体内容）,在其中存在一 
种或若干种代数运算(这种运算不同于数的四则运算,甚至可以是抽 
象定义的），同时要求这些运算要满足一定的运算法则.这样的一个 


体系我们称之为一个代数系统.现代的代数学的研究对象就是各种 
各样的代数系统以及它们之间的相互关系. 

Galois 的理论有相当的深度和难度，我们没有可能在高等代数 
这一入门课程中来讲授它.但是我们却发现，如果考查一类较简单的 
代数 方程： 多元一次代数方程组的问题，它也把我们引导到同样的 
领域中去.也就是说，当我们讨论多元一次代数方程组(读者在中学 
代数课程中已经熟知二元一次联立方程组和三元一次联立方程组) 
的理论问题时，我们同样发现，我们也必须跳出数及其四则运算的范 
畴，去研究一个由并非普通的数所组成的集合，在这个集合的元素之 
间也存在某些运算并满足相应的运算法则，它们于是也成为一种代 
数系统，而多元一次联立代数方程组的理论课题也由这个代数系统 
的理论完满解决.这样，它就把我们引导到现代代数学的殿堂之中. 
这就是本书所要着重讨论的线性代数理论. 

现在我们来阐述从数及其四则运算的理论进入现代代数学的另 
一 条途径.我们知道，整数是数的系统中最简单又是最基本的一类 
数.如果考查全体整数所成的集合 Z , 那么，在 Z 内可以做加法、减法 
和乘法，但除法却不是总可以进行.于是要讨论用一个非零整数 a 去 

除另一个整数6时,何时商1还是一个整数?这就产生了 Z 内的整除 

a 

理论，随之又产生了因子分解理论.与此同时，在讨论高次代数方程 
时，需要考查全体多项式（一般形式可表示为 

+〜_#+〜) 所组成的集合？，在这个集合内同样可以做多项式的 

加法、减法和乘法，但除法却不是总可以进行.于是同样要讨论何时 
用一个非零多项式 / Or ) 去除另一个多项式 gOr ) 可以除尽的问题. 
这就是多项式集合 P 内的整除理论.当然,随之而来的是 P 内的因 
子分解理论. Z 和 P 是两个元素完全不同的集合，其中的加法、减 
法、乘法的具体内容也完全不同.但我们发现，这些代数运算满足相 
同的运算法则.而且，在这两个集合内研究的理论课题和所得的结果 
也是惊人地相似.这就启发我们 ：可以 研究一个一般的集合，其中的 
元素可以作加法运算及其逆运算减法，又可以作乘法运算(但不一定 
能作逆运算除法），同时这两种运算满足一定运算法则(类似于整数， 


+ a\X n ~ l + 


• • • 
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多项式的加法、乘法所满足的基本运算法则).这样，我们又把研究的 
课题归纳到前面提到的代数系统中来.这可谓殊途同归. 

综上所述,高等代数课程的任务，就是要以中小学课程中阐述的 
数及其四则运算的初等理论以及由之产生的各类代数方程的初等理 
论为基础，从理论上提升一步，引导读者进入现代代数学的研究领 
域： 各类代数系统及其相互关系的理论，使读者对于代数学的基本 
思想和基本方法有一个初步的了解.希望读者对于本课程的这一基 
本任务有一个整体和清楚的认识，以便在整个课程学习中处于高屋 
建瓴的地位. 


§1若干准备知识 


1. 复数的基本知识 


读者在中学里已熟知实数的基本知识，现在我们从理论上对它 
们作一概括. 

令 M 代表全体实数所组成的集合.我们已知的知识有下面几个 


方面 


1) 实数有加法运算，两个实数 a , 6相加 a + b 仍是一个实数. 

2) 实数有乘法运算，两个实数 a , 6相乘 M 仍是一个实数. 

3) 实数的加法、乘法运算满足下面的运算 法则： 

( i ) 加法满足结合律，即对任意实数 a , he , 有 

a+ ( 厶 +c) = (a+6) +c ； 

( ii ) 加法满足交换律,即对任意实数有 

( iii ) 存在实数0,使对任意实数 a , 有 0+ a = a ; 

( iv ) 对任意实数 a , 存在实数使 6 +a = 0; 

( v ) 实数乘法满足结合律，即对任意实数 a , 有 

a ( Jbc ) = ( ab ) c ; 

( vi ) 实数乘法满足交换律，即对任意实数 a ，6,有 ab = ba ; 

( vii ) 存在实数1,使对一切非零实数 a , 有 

( viii ) 对任意非零实数 a ， 存在实数使得 ba = l ; 
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( ix ) 加法与乘法之间有分配律，即对任意实数有 

(a-\-b)c=ac-{-bc. 

上面所列九条，是实数理论的基础，我们关于实数运算的所有其 
他知识，都可以从上述九条经过逻辑推理推导出来,而不必顾及加 

法、乘法的具体含意.下面举几个例子. 

例 1.1 对实数 a , 满足法则 ( iv ) 的实数6是唯一的. 

证设有实数 c 也满足 c+a = 0. 依次运用前四条法则，我们有 

(6 + a ) + 


b + (a + c ) = 6 + (c + a ) 


0 + c 

= 6 + 0 = 0 + 6 = 6. I 

因此，我们把满足法则 ( iv ) 的唯一实数 K 它由 a 唯一决定)记为 
称为^的负数.对任意实数我们定义 a —6 = (2+ ( — 6) ，称 


C 








之为实数的减法运算.由此知道，实数的减法运算实际上也是加法运 


算 


对任意实数 a ， 有 0 a = 0. 

证按法则 ( iv ) ， 存在实数 b ， 使 b + 0a = 0 . 使用上述九条法则 ， 


例1 




我们有 


0 a = 0 + 0 a = Cb + 0 a ) + 0 a = 6 + (Oa + Qa ) 

b + ((0 + 0)a) = b Oa = 0. | 

例 1. 3 对非零实数 a ， 满足法则 ( viii ) 的实数 6 是唯一的. 

证设有实数 c 也满足 ca = l .从例 1.2 可知 c 非零,按法则 
( vii ), 我们有 




c = lc = (Jba)c = 6(ac) = 6(ca) = bl = lb = b. ■ 

因此，我们把满足法则 ( viii ) 的唯一实数 6( 它由非零实数 a 唯一 
决定)记为 1/ a , 称为 a 的倒数或逆.对任意实数 a 及非零实数定 
义 a /6= a ( l /6), 称为实数的除法运算.由此知道，除法运算实际上 
也是乘法运算. 

众所周知，实数理论在科学技术领域起着基本的作用.但是，人 
们也早就认识到单有实数理论是远远不够的.例如最简单的二次方 
程？ + 1 = 0在实数范围内就无解.因此，应当把实数系扩充为一个 
更大的数系.但是，在历史上这个扩充却历经长时间的磨难.因为，在 
人们的脑子中，数是客观存在的事物的量度，例如描述线段的长度, 
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几何图形的面积，物体运动的速度、加速度等等.停留在这种原始、朴 
素的初等认识上，实数系确实无法进一步扩充.但是如果我们站在高 
一级的层次上从理论上来看待问题，那就大不相同.就是说,我们按 
照上面所说，把全体实数看做一个集合 M ,其中元素存在加法和乘 
法运算，这两种运算满足前述九条运算法则，那么，实数系的扩充就 
容易理解了.我们只要找出一个大于 M 的集合，其中的元素也定义 
了加法、乘法运算，而且这两种运算也满足九条运算法则，那我们就 
可以证明实数系的所有只与加法、乘法运算有关的知识都可扩充到 
这个新集合中来，这样，实数系的扩充就实现了. 


下面我们借助几何直观进行具 
体的讨论.读者熟知，实数系可以用 
平面上一根数轴来表示，集合 M 中 

的实数与数轴上的点-对应.由此 

很容易想到，要扩充 K ,自然是考查 
全体平面上的点，让平面上的点代表 
新数系中的数.现取定平面上一个直 
角坐标系(图 1. 1 ) ，让 Ox 轴代 
表实数轴，坐标原点 O 代表实数 0. 
让平面上一个坐标为 U ,6) 的点 A 代表新数系的一个数，记做 a + 
bu 如果6=0,那么 A 点落在 Oc 轴上，它就是一个实数，即 a + 0 i = 
a . 如果 a = 0, 那么 A 点落在 Qy 轴上，写成 0+6 i =6 i . 如果 a = 0 f b = 

1,就写成 0 +li = i . 现在我们得到一个新集合 

C = + 取所有实数 }. 

按照上面的解释，集合 C 包含实数集合 R . 我们在 C 的元素间定义 
加法和乘法 如下： 


图 l.i 


(a + 6i) + (c + <ii) = (a + c) + (6 + a)i > 

(a + bi)(c + d\) = (ac — bd) + (cid + bc)i. 

很显然，上面式子中，如果 6 = d = 0, 那就是我们已经熟知的实数加 
法和乘法.所以 C 中新定义的加法、乘法是实数加法、乘法的扩充. 
现在 a-\-bi 可以看做 

办 + Oi 和 i = 0+ li 相乘. 


+ 0 i 和 bi = 0+ bi 相加，而 6 i 可以看做6 = 


a = a 
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经过简单的计算就可以验证，上面定义的 C 内的加法、乘法确 
实满足前面列举出的九条运算法则.于是，我们可以证明实数的各种 
运算规律在 c 内也完全适用.特别 指出： 满足法则 ( m ) 的零元素是 

实数0 = O + Oi , 满足法则 （ vii ) 的是实数1 = 1 + 0 i . 因为 [(_ a ) + 
( — 6) i ] + ( a +6 i ) = 0,故 a +6 i 的负数一（“+况)是（一 a ) + ( — 6) i ，于 

是 C 内的减法是 

(a + bi ) — (c + dV ) = (<2 + 6 i ) + [ — (c + di )~\ 

(a + M ) + (( 一 c ) + ( — < i ) i ) 

=(a — c ) + (b — d ) i . 

由此知 a -\-(— b)i = a — bi . 因为 (a + 6 i )( a —6 i ) = a 2 +6 2 是一^个实数， 

^ a + bi 非0时，我们有 




(<2 一 bi ) (a + bi ) = 1. 


a 


因此，我们定义 的倒数或逆是 


a — bi 

+T 2 


((2 — b \) 




+ bi a 2 + b 1 

于是(：内的除法是(设 c ^ di ^ O ) 


a 


a 


— di 


u bi 


c 


=(a bi ) 


=(a + 6 i ) 


+ di 


H - d i 


c 


c 


c 


C 内的数 a+bi 称为 复数， a 称为该复数的实部，而 M 称为它的 
虚部，6称为虚部 系数. 显然， a +6 i 是实数当且仅当 b = Q . 如果 a = 0, 

bi 称为纯 虚数， 它位于 Qy 轴上，因此，我们把 Qy 轴称为 虚轴. 我们 
又有 i 2 = — l , 因而可以写 i = V (^ n.i 称为 虚单位 . C 称为复 数系. 
用来描述复数系的平面称为 复平面 ，其中每个点代表一个复数.今 
后，在 C 内作各种运算时，可以像中学代数中作代数式运算那样，只 
是要把出现的 i 2 换成一 1. 复数 a + bi 可以看做实数 a 与纯虚数相 
加，而可看做实数6与虚单位 i 相乘，从而 bi = ib , a-\-bi = a -\- ib . 

给定复数 a = a + bi , a~bi 称为《的共 轭复数 ，我们通常用《上 

— b \. 显然 a 是实数当且仅当 a 与其共辄复数 


加一 1 横杠表 7 K ，即 
相等.又 易知： 两个复数《,/?之和《+/?的共轭复数是 a 的共轭复数 
和/?的共轭复数之和，而 a /? 的共轭复数是 a 的共轭复数和/?的共辄 
复数的乘积，即 ^+ B=a + ~ B,^Q = a ~ B . 因为当 c + 时,必然有 


a=a 



第一幸代数学的经典课題 


( c + di )( c - 出 ）=?+/ 尝0,上面定义的复数除法实际上就是把分 
子分母同乘以分母 c+di 的共轭复数(:一出，从而将分母变成实数. 

在数轴上，代表实数 a 的点到坐标原点 O 的距离称为 a 的绝对 
值，记做 U | . 把这个概念推广到复数上来.平面上代表复数 a = a+bi 
的点 A 到坐标原点 <9的距离（线段的长度) W +6 2 ) 也称为 
a = a + bi 的绝对值或模，记做 |«|. 易知，对两个复数 a , 义我们有 
k /?| = | a | |/?|,| a + 創<|«| + |/?|(利用三角形两边之和大于或等 
于第三边).将 Or 轴正方向沿反时针方向旋转到直线 OA 的旋转角 

史称为复数 a = a + bi 的 辐角. 辐角的值不是唯一确定的，可以加上 
2 tt 的任意整数倍.因为 a = | a | cos «?,6= Msinp ， 故有 


a I ( cose ? + isinc ?) 


ct = u bi 




上式称为复数 的三角表示. 如果又有复数 

^ = c -\- di = ( cos 0 + isin 0) 


那么 


a/3= \a\ |/?| (cosp + isin^)(cos0 + isinp) 

I a I |/?| ((cos<pcos(p — sinpsin0) + (sin 炉 cos0 + cos^sin0)i) 




=\a \ I/?I ( cos ( 9 ?+ 0) + isin ( 9 + 0)). 

上式表示，两个复数相乘时,其模为这两个复数的模相乘，其辖角相 
加（因为三角函数以 2 tc 为周期，故把相差 2 tt 的整数倍的角认为是相 
同的).令 


= cos^ + isinp ， 


上式表示的复数模为1，因而位于以坐标原点 o 为中心的单位圆上 
其辐角为 P 于是 


e lf e ^ = 




给定正整数 n ， 考查下列72个复数 


2々丌 


2々丌 


+ ism 


= cos 


其中々 = 0，1，2， 

位圆的内接正72边形的〃个顶点.显然有 


一 1.这 N 个复数就是以坐标原点 o 为中心的单 


• • • 


2 kn 


2 kn 


= cos 2 是兀 + isin 2 是兀=1 


+ ism 


cos 
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2kn 


2 kn 


+isin ^ 恰为 / z 次代数方程 


因此，上面 〃 个复数 

1 = 0在复数系 C 内的《个根， 称为； 2 次单位根 ，它们是很有用的工 
具，在许多问题中都会用到. 


e =cos 


数域的概念 




在引言中已经 指出： 数及其四则运算是代数学最原始的出发 
点.因此，为了后面理论的展开有一个坚实的基础，我们在这里首先 
要把中学里已经熟知的数的概念在理论上提高一步. 

数学是一门十分严谨的科学.它要求对每一个研究的对象都从 
逻辑上刻画的清楚明白，容不得半点含糊.既然我们的研究是立足于 

数及其四则运算之上，那么，首先就要求对后面研讨的每一个课题究 

竟涉及到哪些数作出明确的交代.因此我们需要下面的概念. 

% 

定义 设尺是某些复数所成的集合，如果尺中至少包含一个 
非零复数，且尺对复数的加、减、乘、除四则运算是封闭的，即对尺 
内任意两个数 16 (这两个数也可以相同），必有《± 6 €尺，以€尺，且 

当时，"|~€尺，则称尺为一个 数域. 

今后，如果我们所研究的某个课题仅涉及数的加、减、乘、除运 
算，那么我们就可以把研讨的范围局限在某个数域 K 内，而 对尺以 
外的数无须顾及. 

下面来介绍数域的一些重要实例. 

全体复数所成的集合当然是一个数域，称为复 数域. 目前国内外 
通常用空体字母 C 表示. 


是整数,我们称分数 &为有 理数.容易看出全体有 


设 


m 9 n 


理数所成的集合也是一个数域，称为有 理数域 ，通常用空体字母 Q 
表 TK . 


全体实数所成的集合也是一个数域，称为 实数域 ，通常用空体字 


母 R 表示 


注意，全体整数所成的集合不是数域，因为它对除法不封闭.这 
个集合使用的频率很高，目前通常用空体字母 Z 表示. 
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但是读者切不可以为数域仅有熟知的 C ， R , Q 三个. 实际上存 
在无穷多个不同的数域.下面就是一个实例. 

例 1.4 定义复数域 C 的子集 

Q ( i ) = {a + b\\aib 6 Q }. 

在上面的式子中， Q ( i ) 只是一个集合的记号而已，目前它没有 
其他的含意.右边的花括号的意 思是： 集合 Q ( i ) 的元素由所有形如 

+ M 的复数组成(这里 i = v ^ T 为虚单位），而取所有可能的有 
理数.由于 a ，6 仅限于取有理数，所以集合 Q ( i ) 不是全体复数所成的 

集合，例如 VTi $ Q ( i ). 

下面来证明 Q ( i ) 是一个数域.为此，设 

a +bi eQ ( i ), c + di eQ ( i ). 

那么，由于 Q 是一个数域， Q ，故 

(a + bi ) 士 （c + 出 ） =(a ± c ) + (6 士 c/)i 6 Q ( i ), 

(a + 6i) (c + ^/i) = (ac — bd^) (<bc cid^i ^ Q(i)• 

当 c + di #0, 即 c 2 + d 2 ^0 时，有 


a 


(ac + bd ) , be — ad 


a b\ 


G Q ( i ) 


+ d 2 


+ di 


这表明 Q ( i ) 对复数的四则运算封闭，所以它是一个数域.它与 C 

Q 都不相同. 

命题 1. 1任意数域尺都包括有理数域 Q . 

证按定义，尺内至少包含一个非零的数 a . 于是尺 

l = — ^： K . 对于任意正整数 w ， 有 n = l + l + …+ 16尺，一 


9 


0 — n 




eK . 于是 z <^ k . 现设& 是一个有理数，已知 


eK 9 ^—eK.^ 


m 9 n 


是 Qa 


因为有理数有无穷多，根据上面的命题，任意数域内包含无穷多 
个数，这个事实是今后常常用到的. 


3. 集合论的若干概念 


读者在中学代数课程中已经学过集合论的基本知识.但为了下 
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面进一步学习的需要，我们还要对集合论的一些基本概念作一些阐 


述. 


在数学中研究某个课题时，把所研究对象的全体称为一个 集合. 
给定一个集合，就要说清楚它究竟由哪些元素组成.下面介绍定义一 
个集合常用的记号. 

例如，在平面上取定直角坐标系 Oxy , 使平面上的点和实数的二 
元有序数组 Cr ，： y )， 即该点的坐标建立起对应关系后，以 O 点为圆心 
的单位圆上全体点所成的集合可用下面记号表示. 

S = { 

又如以 I 为变元的全体实数系数二次多项式所成的集合可以 


工 2 + y = 1 } 


y G 


X 


表示为 


S = {a 0 x 2 + a x x + a 2 


，“2 6 IR ， a。0} 




上面两个例子都是用花括号概括一个集合的元素，中间用一竖 
线隔开，竖线左端为该集合元素的数学表示式，竖线右端则用文字或 
数学式子严格界定该元素应该满足的条件. 

如果一个集合是由有限个元素组成的，那么刻画它比较简单，只 
要把这些元素逐一写在花括号里面就可以了.例如前《个自然数所 
成的集合可以写成 W ={1,2, 

上面所说的，是本书中刻画一个集合时使用的基本方法. 

不包含任何元素的集合称为 空集合 ，记做 0. 读者应注意，空集 
合并非由数0组成的集合，由数0组成的集合 {0} 含有一个元素，不 




是空集合 . 


给定两个集合我们需要讨论它们的相互关系.下面两方 
面的知识是本书中常用的，读者必须十分熟练地掌握. 

1) 如果4的元素都包含在5中，则称 A 是5的 子集或 B 包含 
A ， 记做 A ^ B . 如果 A 与5的元素完全相同，则称 A 与5 相等 ，记 

做 A = B . 显然它与且 B ^ A 是等价的.今后我们常需证明两 
个集合相等,在这种情况下，就是要证明它们有双方面的互相包含关 
系（不能只证明单方面的包含关系）.如果但 4^5( 也就是 B 
不包含在 A 中，记成 B ^ A ) ，则称 A 是5的 真子集 ，记做 ACI 凡空 



第一幸代数学的经典课题 


12 


集认为是任何集合的子集. 

a 与 b 的公共元素所组成的集合称为 a 与 J 5 的交集，记做 a n 
B. 显然，如果 A 与 B 没有公共元素，则 Ap{B 
=0( 注意现在不是 AC\B= {0}). 如果 AeB ， 则 Af\B=A. 

把 A 与 B 中的元素合并在一起组成的集合称为 A 与 B 的并 

记做 AU 凡显然,凡如果则 AUB = 




B . 


从集合 A 中去掉包含于5中的那些元素之后剩下的元素组成 
的集合称为 A 与5的差集，记做 A \ B . 

2) 设给定一个法则/,使得对 A 中任意元素 a 都按照这个法则 
对应于中一个唯一确定的元素，记做 /( a ) ，则称/是集合 A 到集 
合 B 的一个映射.通常用下面记号表 示之： 


/： A 


B 


—— > 


a fCa ). 


对于 A 到 B 的一个映射如果对一切 ae A 都有 g ( a ) 
fia ) ，则称 g 与 f 相等 ，记做 g = f . 

设 JXa )= b € B ， b 称为 a 在 / 下的像，而 a 则称为6在/下的一 
个原像(它可能不是唯一的). A 在/下的全体像是 B 的一个子集， 

称为 A 在/下的像集，记做 f ( A ). 于是 f ( A ) = { f ( a ) \ a ^： A ). 

设 A 与 B 都是全体正整数所成的集合.对任意 A ， 
定义 / U ) = 2 W ， 则/是 A 到 B 的一个映射. 

例 1.6 设4是全体实数所成的集合， 

B = {a ^ M | — 1 ^ a ^ 1 }. 

对任意 A ， 定义 / C ^ ssilLT ， 则/是 A 到 B 的一个映射. 

例 1.7 在平面上取定直角坐标系 Oa . 令 A 为平面上全体点 
所成的集合, B 是全体实数的有序数组 Cr ,： v ) 所成的集合，即 

B = {0,30 \x y y 6 M }. 

A 中任意点 P ， 若 P 在直角坐标系 Oxy 下的坐标为 Ua ) ,定义 
f ( P ) = ( x ,： y ) ， 则/是 A 到 J 5 的一个映射. 

现在设/是集合 A 到集合 B 的一个映射.考查下面三种 情况： 




争 
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1 ) 如果对 A 中任意两个不同的元素 a ， b ， f ( a 、 与 /(6)也是 B 

中两个不同元素，则称/是一个 单射； 

2) 如果对 B 中任一元素都存在 A 中元素〜使 / U )=6, 则 

称/是一个 满射； 

3) 如果/既是单射又是满射，则称/ 为双射或 一一 对应. 

上面的例 1. 5是一个单射但不是满射，例 1. 6是一个满射但不 
是单射.根据平面解析几何的知识，例 h 7 是一个双射或者说是一个 


对应 




如果 A = 就是说，/是集合 A 到自身的一个映射，则称/是 
集合 d 内的一个变换.上面例 1. 5就是全体正整数所成的集合内的 

一个变换. 


任何一个集合 A 内都存在一个特殊的变换，即把 A 中任意元素 
仍变为 a , 这称为 A 内的恒等变换，记做 i ( L . 于是 id A { a )= a . 

现在考查 A y B , C 三个集合.设/是 A 到 J 5 的一个映射，而震是 
J 5 到 C 的一个映射，则我们可以定义 A 到 C 的一个映射 A 如下： 对 
任意 aeA ， 定义 Ma )= g (/( a )), 即先用/把 a 映射到 B 中的元素 
/( a ) ，再经 g 将 B 中元素 /( a ) 映射为 C 中元素 g (/ U )). h 称为 g 
与 f 的乘积，记做 h = gf . 这可用下图简单地 表示： 


a 


B 


h , A 


C 


a /( a ) gif { a )). 

从上面的定义立即看出，不是任意两个映射都可以作乘法，仅当 
/的终点 B 为 g 的起点时，乘积容/才有 意义. 但是如果 A = B = C 9 
即/和 g 都是同一个集合 A 内的变换，那么/和 g 总可以按上面的 
定义作乘法运算. 一 个集合 A 内两个变换的乘法是数学中一个重要 
的工具，也是本课程中要重点研讨的内容之一，读者必须给予充分的 


注意 


命题 h 2给定集合 A ， B ， C ， D 间的映射 f , g，h 如下图所示 

A 九 B 上 C 上 D, 

贝 1 J 有 A ( g /)= ( A #)/， 即集合映射的乘法满足结合律. 
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证显然， A (《/)和 ( hg ) f 都是 A 到 D 的 映射. 对一切 a^AM 


们有 


< Mgfma ) = h (( gf )( a )) = A (^(/( a ))), 

(( hg ) f )( a ) = ( hg )( f ( a )) = A (^(/( a ))). 

由此即得 A (^/) = ( AgO /. I 

今后我们将 A (容 /) 或 ( k )/ 统一写成 hgf , 

现在设/是 A 到 B 的一个映射.如果存在 J 5 到4的映射 g •，使 
^/= id 4，/ g = ids ， 则称/是一个可逆映射，而 g 称为/的 一 个逆映 

射.具体说，/和 g 存在如下两方面的 关系： 

1) 对于 A 中任意元素 a , 若则 g 正好把6映射为 
A 中原来的元素 a ， 亦即有 g (/ U))=a = icU ( a ), 或者按照映射的乘 
积记号写成 gf = id A ? 

2) 对于 B 中任意元 素卜若 g (6)= aeA ， 则/正好把 a 映射为 
B 中原来的元素亦即有/(^(6))=6 = 1 ( 15 ( 6 )，或者按照映射的乘 
积记号写成 fg = id B . 

注意，逆映射的概念必须包含上面所述的两个方面，单有其中 
1) 或 2) 之一成立是不够的. 

容易看出，如果/是可逆映射，则其逆映射 g 是唯一决定的，我 
们今后把5•记为广 U 读作“/逆”). 

1.3 设/是集合 A 到集合5的一个映射.如果/是双 
射，则/可逆;反之，若/可逆，则/是一个双射. 

证先证明当/是双射时它是可逆的. 

因为/是满射，所以对任意6€5，必存在^€九使/(幻=6.又 
因为/是单射，所以满足这样条件的 A 中元素 a 是唯一确定的.因 
此，我们得到一个法则&使对 B 中任意元素按此法则对应于 A 
中一个唯一确定的元素 g (6)= a ，使得 f ( a )= b . 于是 g 为 B 到 d 的 
一 个映射，且/ ( gCb )) =6,即 fg = id 5 . 现在对任意 a € A ， 显然有 

尽 (/( a ))= a ，即 ^/= i ( U ， 故 / 可逆，且 / 

再证明/可逆时必为双射. 

现设 ai ， a 2 € 山若 /( aDz/Xad ，因/可逆，有 


叩 


一 1 


=g 
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是 A 中不同元素时，/(々），/(々)是5中不同元 


a 


a 2 




这意味着当 
素，即/为单射. 

现设6为 b 中任意元素.因为/可逆，其逆映射^•存在，为五到 
A 的映射•设容 (6)= a6 则 f ( a )— f ( g ( d ))= idB ( d ) — b . 这表明 / 

为满射. ■ 


aua 2 


求和号与乘积号 




前面已指出，数的加法（减法是其逆运算，实际上也可归入加 

法)、乘法(除法是其逆运算,实际上也可归入乘法，如 • jm 

种代数运算是代数学最基本的立足点（实际上也是整个数学科学的 
立足点之一），所以我们不断要处理许多数的加法、乘法，为了把它们 
表达的简明清楚，通常用符号表示多个数连加，用符号 II 表示多 
个数连乘.设给定某个数域尺上《个数 


我们使用如下 


Cl\ 9 dz ， 


_ _ _ 


jCl n ， 


记号 




a l + + … + A = 


a 


n 




a 


上面两个式子中,求和号和乘积号 IT 后面写一个带变动下角标 i 

的记号 a t , 在: E 和 II 上下各加〜以表示变动角标/取从 1 
开始到72的所有自然数.它恰好是等式左端连加或连乘的数值.当 
然，也可以写成 




n^ = n 


a 


a 




l«n 


它们表示的是同样的意思. 

我们知道， 

乂 (A +々 + •••+ a n ) = M + Aa 2 + …+ Xa ny 

上面式子用和号表示就是 
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A 2> = 


另外，我们又有 

(A + 匕 ）+ (a 2 + 6 2 ) + …+ (a” + b n ) 

= (<^1 + a 2 + …+ a n ) + (b x + 62 + … + b n \ 

上面的式子用和号表示，就是 


U (a t + 

t = l i=l i = l 

这就是使用和号作运算时两条最基本的法则. 

现在考查数域尺上 ww 个数(2 〆 / = 1,2,… 

把它们依次排列 如下： 


n ). 


1，2, 




• • • 


m 


2 X 


= A 






a 12 




s 


= A 


- ► 


a 21 


a 22 


a 2n 


2 a 


= A 


- ► 


^ml 9 ^m2 


a 


• • • 


n 1 m \ min \ 

2 2 a «> ) = 2 2 a *>, 




Z 




B 


B 


B 


_ « _ 


上面图表的意 思是： 先按水平方向把每个横排的数连加起来 

n n 

^ j a 2> = A 2 9 f 

)=1 7=1 

A m 连加起来，它恰为把上述 m /2 个数 a , •，连 加起来 


2^17 


= A 


= A 


再把 


_ _ _ 


f = l Z = 1 ' j=l 

然后，又考查另一种加法，即先把竖直方向的每排数连加起来 
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2 < 2.2 = B 2 




= B 


= B 


然后又把 ，…， B n 连加起来，这同样是把上述个数％连加 


起来 


=2 IX 


上面用两种办法把 m / z 个数叫连加，其结果当然是一样的，即有 

m I n \ n I m \ 

S 2> 士 S • 

t = l ' 7=1 7 j=l ' i = l 7 

上式 表明： 当考查有限个数连加时，出现的二重和号可以交换次序. 
这是利用和号作运算时十分有用的一个法则.在上面式子中，圆括号 
一般不必写出，即上面式子可以写成 

m n n m 

= 


充分必要条件 




现在来介绍数学中使用很多的一个术语： 充分必要条件 .先以 
读者熟悉的平面几何知识为例子.考查平面上两个三 角形 ： AABC 
^ AA ' B'C (见图 1. 2). 如果我们能适当移动三角形 W 及 C ' 使其与 


三角形 ABC 重合，则称两三角形全等，记做 △ ABC2AW 及 C .在 
平面几何中已经 证明： 

1) 如果,则它们有三条边对应相等，即 AB 
= A ' B ' 9 BC = B'C y AC = A ' C . 这就是说，论断笤 △ AB ' C '” 

成立时，必定“三条边对应相等”成立.在数学上 就说： “三条边对应 
相等”是孜 C '” 的必 要条件 •它的意思是说,“三条边 
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对应相等”是必定需要的条件,如果连这个条 
件都不具备，那么 AABC 与肯定不可能全等. 

2) 反过来，如果已知“三条边对应相等”，则 “AABC 2 
AA ' B f C '，’， 在数学上 就说： “三条边对应相等”是 “AABC 2 

5' C '” 的充分条件 .这意思是说，如果“三条边对应相等”，我们 
就有充分的理由 断定： 及 C '”. 

综合上述两方面的意思，在数学上就归纳成下面一个简明的命 
题： AABC 与全等的 充分必要条件 是两三角形有三条边 
对应相等.当我们用逻辑推理来证明上面这个命题时,我们需要证明 
两个 方面： 


1 ) 必要性 (通常用箭头4表示），即假设 △ ABCSAWB'C 
来证明有三条边对应相等. 

2) 充分性(通常用箭头=表示），即假设有三条边对应相等， 

来证明 △ W 5' C ' • 

现在把上面例子中的思想一般化.如果我们考查数学上的两个 
论断： 论断 A 和论断 B . 当我 们说： 论断 A 成立的充分必要条件是 

论断 B 成立这 句话时，就包含两方面的意思.第一方面是，如果论断 
A 成立,则论断 B 成立，也就是“论断 B 成立”是“论断 A 成立”的必 

要条件 (即必定需要，缺之不可）；第二方面是，如果论断 B 成立，则 
论断 A 成立,也就是“论断 B 成立”是“论断 A 成立”的充 分条件 （即 
理由充分，无可辩驳). 

现在，如果我们阐述一个数学 命题： 论断 A 成立的充分必要条 
件是论断 B 成立，那么，证明这个命题就必定要从两个方面进行论 


9 


证 


1) 必要性(可用记号“=>”代替），即假定论断 A 成立，来证明论 


断 B 成立； 

2) 充分性(可用记号“ 

断 A 成立. 

有时候，“论断 A 成立的充分必要条件是论断 B 成立”这句话被 
说成“论断 A 成立当且仅当论断 B 成立”，它们的意思是一样的.“当 
论断 B 成立时论断 A 成立”，这也就是“论断 B 成立是论断 A 成立 


”代替），即假定论断 B 成立，来证明论 
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的充分条件 、“仅 当论断 B 成立时论断 A 才成立”，这也就是“论断 
B 成立是论断 A 成立的必要条件”. 

论断 A 成立的充分必要条件是论断 B 成立，这 表明： “论断 A 
成立”和“论断 B 成立”是互相等价的，是同一事物（或同一现象等 
等)用不同的形式表现出来.科学的一个重要任务，就是揭示以不同 
形式出现的事物之间在本质上的联系或共同点.因此，证明两个论断 
之间的等价性就是数学的重要课题之一.这就是“充分必要条件”这 
个术语在数学中出现的频率很髙的原因. 

下面再从相反的方向举些例子.有时“论断 B 成立“只是”论断 
A 成立”的必要条件，但不是充分条件.例如 AABC 与“有 
两条边对应相等”是 “△ ABC 2 AAWC ” 的必要条件 

△ AB ' C ' 时，肯定有两条边对应相等），但不是充分条件(可以找到 
无数个三角形有两条边对应相等，但它们不全等).又有的时候“论断 
B 成立”是“论断 A 成立”的充分条件，但不是必要条件.例如， 
U AABC 与都是边长为 a 的等边三角形”这一论断是 
“△ ABCSAW 及成立的充分条件(边长相同的等边三角形肯定 
全等），但不是必要条件 (△ ABCgAA ' B ' C 时，它们未必都是等边 
三角形).上面所说的道理，请读者细心体会. 


习 




1. 定义复数域 C 的子集 如下： 

(1) Q {a-\-b | a, 66 Q }; 

(2) Q (V^ — 3) = {a~\~b 3 i I Q } 


为非负整数， 


ao + a 1 7T+ -f-a n 7C n 

办 o + 厶 1 丌 + …+厶饥丌 W 


(3) Q ( 丌 ）= 


0 , 1 , 




• • • 


bj6 Q 


尸 0 ， 1 ， 

判断上述集合是否数域(注.题 (3) 用到 7 C 不是任何有理系数代数方 
程的根，即当 bo , b , 

+心#关0,在 Q ( tO 的上述定义式中，假定 b Q ， h ， …， b m 不全为 0). 

2. 设 A , 5都是全体实数所成的集合，定义 A 到 B 的下列映射 


• • • 


办 m 是不全为0的有理数时，6。+^1兀+ 


• • _ 


• • • 







上面表格的排列规律 是：第 1 个竖列分母都为1，分子依次为1，2, 
3,…;第2个竖列分母都为2,分子依次为1，2,3,…;一般说，第 w 个 
竖列分母都为 n , 分子依次为1,2,3,…,等等.然后按图中箭头的次 

序对 A 中元素排列次 序：令 


2 9 a 4 = 


= 1，“2 = 


ai = 






在士处箭头所指的下一个是+= 1,前面已出现，舍弃，令 


泛5 = 丁 


4 


在士处箭头所指下三 


3， a 6 = 


= 4 ，a 




CL % = 


10 — 


4 


2 13 


4 


= 2,前面均已出现，皆 舍弃; 令 


这 


1 


an = 7 


• •馨 


9 




4 
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/，判断其中哪些是单射，哪些是满射，哪些是双射？ 

(1) f ( x)=cosx (― oo < Cr < + oo ) ; 

(2) f ( x ) = t 8 inx ( — oo < Cr < + oo ); 

(3) f ( x )= e x ( — oo 〈 x ：< + oo ). 

3. 设是前 n 个自然数所成的集合，即设5={1,2, 

设/是 *5 的一个变换. 

(1) 如果/是单射，证明/必为 满射； 

(2) 如果/是满射，证明/必为单射. 

4. 设 A ， B ， C 是三个集合, 证明： 

(1) Af] (^110 = (^0^)11(^110 ； 

(2) AU( J Bnc)=uu J B)nuuc). 

5. 设 A 是全体正有理数所成的集合是全体正偶数所成的集 
合.把 A 中的数按分母大小排成如下 表格： 


} •又 


n 


• •囑 


w 2-W3-W4-W5-W 




4 2 4 3-4 


3 2 3 3 13 


3 ■ ■ • 


2 2 2 3-2 

%. %. I % 


1i 2 11 03 - 11 


5 11 • • • 


11 
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样，全体正有理数排成一个序列(每次遇到前面已出现的数都舍弃) 




定义 A 到 B 的映射/ 如下： f ( a k ) = 2 k (走=1，2,3,〜）.证明/是一 
个双射. 


6. 证明全体有理数所成的集合 Q 和全体正整数所成的集合 N 
之间存在一个 一一 对应. 

7. 设是两个集合，/是4到 B 的映射，尽是 B 到 A 的映 
射.举例 说明： 单有 g /= icU 成立时,/不一定是可逆映射. 

8. 设 K ， L 是两个数域，证明 KHL 也是一个数域.试举例说明 
KUL 不一定是数域. 

9. 在题 1(1) 给出的数域 Q (、&)内定义一个变换/ 如下: 

fia+b = a — 6 a/T ,证明/是一个双射，并求 / 的逆映射. 

10. 求下列和式 的值： 


⑴》•，及，2 


(z + 1) G + 2 ) ； 


( 2 ) ( _ 1 y 9 ( — 1 )、. 

f=l 1=1 

11. 证明 




=1 — 


iii + 1) 

12. 将 U +6)" 的牛顿二项展开公式用和号形式写出来. 

13. 设尺是两个数域.证明 / OJL 仍为数域的充分必要条件 
是 XQL 或 d 

14. 设 A 为全体有理数所成的集合 ./ 为 A 上的一个变换.证 
明：对任意 a ，办 G A ，/( a +6)=/ Gz )+/(々）;/( a 6)=/( a )/0) 的充 

分必要条件是 /= icU 或/为零变换(即对一切 a € A ,/( a ) = 0). 

设/是 Q ( v ^") (见题 l ( i )) 到复数域 C 的一个映射，且对 

任意 a , y ?6 Q (^/ T ) 都有 /(« + /?)=/( a )+/(^),/( a ^) = 


n 


15 


证明 / 只能是下列三种映射 之一： 

(1) 对一切 aeQ(^T), /o)=o; 

(2) 对一^切 厶 Q ) ， f { a^\~b ^\ f ~2 )= a-\~b / \ f ~2 
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(3) 对一^切 Q ) ， f { a~\~b ^\ f ~2 )= a — b 


§2 —兀高次代数方程的基础知识 


本章引言中已指出，在19世纪中叶以前的经典代数学，主要研 

究的是各类代数方程，其中主要是一元高次代数方程.在本节中，我 
们将对这类方程作一个简要的概述. 


1. 局等代数的基本定理 


设尺 是一个数域， I 是一个未知量，它应满足下面的等式 


CLqX 71 CLiX n 1 + …+ a n —\X u n = 0 


( 1 ) 


其中 


尺且 a 。 关 0，/ z > l . (1) 式称为数域尺上的一个 

次代数方程. 如果令 x = ae C 代入 ( 1 ) 式后使它变成恒等式，则称 a 
为方程 (1) 的一个根.注意这里只要求 a 为复数，没有要求它一定属 


CLq ^CL\ 


■ •囑 


n 


于尺 


一元 〃 次代数方程的基本问 题是： 它有没有根？有多少根？如何 
求出它的全部根？当比较大时，这是个相当复杂的问题.下面先看 
几个例子. 

例 2. 1 考查数域尺上的 一 元 一 次方程 

= b (a 9 b G K 9 a ^ 0). 


ax 


b 


因为尺内可做除法，立即得工=^是它的唯一的一个根，而且这个 

a 

根仍在数域尺内. 

例 2 . 2 考查有理数域 Q 上的二次方程 P — 2 = 0.我们来证明 
它在 Q 内没有根.用反证法.设 x=-e Q 是它的一个根，这里 

71 

G Z 且 ( m ， w ) = l ( 最大公因子为 1). 代入方程后得恒等式 m z = 2 n z . 
右边为偶数，故 m 必为偶数(因奇数的平方仍为奇数），设 m = 2 々，代 

入消去两边公因子2后得 2 k 2 = n 2 jW n 也为偶数.这与 ( m ， w ) = l 矛 


ntyTl 


盾 


在中学代数课中早知这个方程的两个根是上面的 
推理说明不是有理数).所以这个系数在 Q 内的代数方程在 Q 
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内没有根，要求它的根，必须扩大数域，在更大的数域内它才有根.这 
个更大的数域只要取习题一第1题中的数域 Q ( s / y ) 就可以了. 

例 2 . 3 考查 Q 上二次方程 V + lsO .读者已经知道它不但在 

Q 内没有根，在比 Q 大的多的数域 R 内也没有根.在历史上经过长 
时间的争论之后，数学家们终于一致认识到 R 应该扩充为一个更大 
的数域，这就是我们现在熟知的复数域 C . 在 C 内，这个代数方程有 
两个根0：= 士 i . 实际上，只要把 Q 扩充为§1中介绍的数域 Q ( i ) 也 
就足够了. 

上面的例子说明，为了求尺上《次代数方程 (1) 的根,数域尺是 
不够用的（因为求高次代数方程的根时，单对其系数作加、减、乘、除 
四则运算是不够的，例如求二次方程的根时就需要作开平方运算，而 
一个数域尺内不是任何数的平方根仍在尺内）.在这种情况下需要 
把尺扩大为更大一些的数系.给定 K 上一个具体的; Z 次代数方程, 

究竟如何逐次扩大尺的范围，最后得到一个较大的数系，它把该方 
程的全部根都包含在内？这是 Galois 的精深理论所要探讨的课题， 

这里不再作进一步的讨论.但由此立即产生一个 问题： 究竟对数系 
要扩充到什么程度，才能使所有代数方程在它里面都有根呢?会不会 
要无穷无尽地扩充下去呢?幸好情况不是如此.下面的基本定理对此 
作了回答. 

高等代数基本定理 数域 K 上的 n 次代数方程 (1) 在复数域 C 
内必有 一 个根. 

这个定理早在19世纪初就被德国著名数学家高斯 （ K . F . 
Gauss , 1777〜 1855) 证明了（他一共找出了四种证明方法).在现代, 

用稍深一点的数学知识(复变函数的知识），只需用几句话就可以证 
明完毕，所以在这里我们不证明它，留到后面课程的适当时候才来阐 


述. 


在下面我们马上就指出，有了上述基本定理之后,就可推出方程 
(1) 的全部根都在 C 内.因此，为了求高次代数方程 (1) 的根,复数域 

C 已经足够了.在稍后，德国数学家 Frobenius 又 证明： 再也没有比 

C 更大的数系了.也就是说，数系扩充到 C 之后，已经到了尽头，没 
有可能再作进一步的扩充了. 
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2. 根的基本性质 


因为一元高次方程 （1) 的根都在 C 内，为了讨论根的性质，现在 
我们把 x 看做在复数范围内自由变化的量，称为独立 变元. 这时 a ) 
式左端当然不再等于 0, 而是随 I 的变化而变化，成为: r 的一个函 


数 


/( 工）= a 0 x n + + …+ a 


上式称为一个变元^的一元 多项式 称为它的次数(它是变元工出 
现的最高方幂）， 

项系数 ， a „ 则称为常 数项. 如果 / Cr ) 的系数 
域尺， / Or ) 也称为 数域尺上的多项式. 如果 / U ) 的系数全为0,则 

称为零多 项式. 零多项式的次数没有定义.但有时为了方便，将其次 
数定义为一 


n 


称为多项式 / Cr ) 的系数 ，如关 0称为首 

a n 都属某个数 


9^1 


4 


• • • 


n 


CLq yU \ 


• •馨 


如令 


ec 代入时有 


x = a 


/(<2) = a ^ a n + a \ U n 1 + ••• + 1^2 a n = 0 


则称 a 是 / Cr ) 的一 个零点 ./ Or ) 的零点也就是方程 (1) 的根.求方程 
(1) 的根就是求 / Cr ) 的全部零点，这依赖于如下一个通常称为多项 
式的“综合除法”的命题. 

命题 2* 1 设 /(工）=(20工 72 +<21工 71 — 1 + 山+<2 72 ((20 : 7^0，^2>1)是。 

上一个《次多项式, a 是一个复数.则存在 C 上首项系数为 a 。 的 

1次多项式 gCr )， 使 


n — 


fix ) = q { x){x — a ) + f ( a ). 


证我们有 


f ix) — f (a) =aox n -\-a\X n ~ l -\- 9 * % -\~a n — (a 0 a w +ai(2 n 一 1 + … 

do Cx n — a n ) ~\~d\ (jc 


Tl 一 1 


n — 1 


)+ ••• ~\~d n -i (.x — a). 




— a 


因为 


k 


— a k = {x 一 a ) ( x k ~ l + 


H - \- a k ~ l ) 


k _ 2 


ax 


x 


=(x — a ) q k { x ), 

其中 wOr ) 为 C 上首项系数为 1 的々一1次多项式.于是 

/ ( x )— f ( a )= a 0 ( jo — a ) q n ( x )~\- ai ( x — a ) q n ^i ( x ) + ( x ~ a ) 

qix ) ( x — a ) 9 
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其中 


q{x、 = a 0 q n (x) + a 1 q n - 1 (x) + ••- + 

是 C 上首项系数为 a。 的 n — 1次多项式. ■ 

命题 2. 2设 /Xi) = aox n -\- a \ x n ~ l + …+<2„(<2。7^0，”>1)为 C 

± n 次多项式.则存在〃个复数^，〃 2 


a 


n—l 


使 


2 


• •參 


fix') =aQ{x — ot l ){x — a 2 )*^ (x —a„) 


证对; 2 作数学归纳法. 

当 n = l 时，/ ( jr )= a 0 ^+<2 i = a 0 | x + ^-j 

C 上 w — 1次多项式命题成立.对上述 w 次多项式 f ix ) ，按高等代数 

基本定理，它在 C 内有一零点力，再由命题 2. 1有 

f(x) = qCx) (x — «i) + f («i) = qC^c) (-^ — a ； i) 

现在 g (: c ) 是 C 上是首项系数为 a 。 的 w — 1 次多项式，按归纳假设， 

，使 


$即可.设对 


令七= 


(3) 


存在 




q{x) = a 0 (x — a 2 )(x — a 3 )-"Cr — a n ). 


代入 (3) 式即为所求. ■ 

推论1设有数 域尺上 〃次代数方程02>1) 

+ …+ = 0 ( a 0 9^ 0) ， 


n — 1 


a 0 x n + 


则它在复数域上恰有 n 个根 ^, a 2 

证因为 K 上的多项式都可以看做 C 上的多项式，按命题 




_ • • 


2.2,有 


f{x)= a 0 x n + aix 71 ^ 1 + •••+“ 

= a 0 (x — a x )(x — a 2 )^-(x — a n ) 


n 


显然/(%) = 0(£ = 1，2 ，…， w ) ，且对任意复数 a ， 当 a ^ a t (i = l 9 2 9 


■ •囑 


)时 


n 


fW = a 0 (a — a^ia — a 2 )--(a — a n ) ^ 0. 

故 / Or ) 在 C 内恰有 rz 个零点，即原方程在 C 内恰有 n 个复根 






代数方程 (1) 的 n 个复根中可能有相同的.不妨设 （1) 的两两不 
同的复根为 A ，… ， av ， 此时 


fix) = a 0 (x — a^iCx — a 2 ) e 2... ( x — a r )S 


其中 ei + e 2 -\ - he r = 


称为复根 ~ 的重数，或说~是方程 a ) 的 


n. €i 
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重根，这里 f = l ，2， 

在讨论高次方程时，常遇到下面的 问题： 给了复数域 C 上两个 




，广 


• • • 


多项式 


= a 0 + a x x + ••• + 

gix ) = 办 0 + 办# + … + b m x m { b m ^ 0). 

如果把它们看做定义在 C 上的函数,其函数值处处 相同： fix 、 三 

gix ) ，我们能否断言这两个多项式完全一样，即 
0,1,…, 《)? 这看来似乎毫无问题是对的，但理论上却必须给予严格 
证明(而且，今后当读者学习到更深一步的代数知识时，就会看到，这 
个看似显然成立的结论在某种情况下是不对的).下面给出一个更强 
的论断. 


( a n ^ 0) , 


n 


a n x 


(4) 


n 且 ai = bi{i = 


m = 


推论 2 给定 C 上两个 n 次、 m 次多项式如 （4) 式所列.如果存 
在正整数以及 /+1 个不同的复数 

/(A) = (i = 1»2 

日 ‘ cii z= bi Ci == 0 ， 1 ， 2 ， 


/ H - 1) 


• • • 


9 




则 


，衫） 




m 


n 


• • • 


证设 


办 / = 0, 贝 ! J 


0 ; bm 十 


=ai 

fix ) = a 0 + + ••- + < hx l 


CL n +l = 




=• • • 


gix ) = + b x x + ••- + b t x l . 

令 / iO )=/ Or )— …十^/工’，这里 Ci = ai — bi(i = 0 Ay 

不全为0,则 ACr ) 是非零多项式，次数 </. 按 


/)♦ 如果 


yCi 


jCi 


• • • 




推论 1，它最多有 / 个复根•但 / i ( A ) =/(/?! )—^(/? 1 > = 0 (z = l ，2, 
/+1)，矛盾.故必有 


• •馨 


f 


= q = 0, 艮 P ai = bi(t = 0 9 l 

为 n 个复数，如果每次从中取出 r 个（不计排 


/) 


^0 = ^1 = 


现设 ot lf a 2 




• •參 




J 


n 


n \ 


列次序)连乘,然后把所得的 


个项再连加起来，所得 


r \ (n — r ) ! 


的复数记做 aOi 


a n ). 就是说，令 




• ■翁 


戊0(%，…，0 = 1， 
戊 iO ” a 2 , … ，o 
戊2(仃1，“2,…，0 


〜 + 々 + •••+ a 




n 9 


a l a 2 + a i a 3 + a 2 a 3 + … + a n-l a n9 
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〜 Oi ， a 2 , …， “„) = 


a ： a 




Kqo . c ^ 


n 


〜 Oi ， a 2 




a x a 2 ^^a n . 




利用这个记号，我们可以把方程 (1) 的根和它的系数之间的关系明确 
地表达出来. 


预备命题给定 w 个复数 A ， a 2 


则 


a n 


• •馨 


9 


9 


9 


n 


n 


n (- — 乂 ）= y^(— ly^Mi 

证使用数学归纳法 . 《 = 1 时等式显然成立.设《=々时等式成 
立•当 n = k -\-\ 时有 


<^ n)x 


n 一 { 


是 +i 


k 


2 (— 


n (工 


i)X>i ， … ，々 ）？— * ( 工 一 q+i) 


— = 


t = 0 


k 


(一 iy ^ tC a i 


是+ 1 一 i 


<^ k)x 


i = 0 


k 


+ 2(— i) ,+1 ^(^i 


k —— i 


a ^ a^x 


• • • 


9 


i = 0 


k 


(~ 


a k ) x k ^ 1 




1 = 0 


是 + 1 


+ S( 


k ^ l-i 


— 1 )*^-1 (^i 


a k ) a k+l x 


• • • 


9 


9 


k 


+ s ( - 


是 +i 


DTAOi ，…， w ) + 


a k ) a k +1 ~] x k+l 


—t 


X 


+ ( — l ) k + l ^ kC a i > ••• 9 a k ) a k -\-\^ 


注意到，当 1«々 时 


%( 〜， ••• ，々 ）+ y a k )a k+l = a { {a 


a k ，仏 + i ) ， 

0^)々 +1 = % +1 (七，…，心，々 +1 )，代入上面公式即得 


1， 


又 aOi 


是+1 


是+1 


per - …）= y ^( — 

命题 2. 3给定数上的 n 次代数方程 

+…+ ^ 

设它在复数域内的 w 个根是 ot lf a 2 


点 + 1—1 


DXq ，…，以， 0^)1 


n— 1 


0 (a 0 ^ 0). 


a 0 x n + a x x 




n 


则 


a n 


■ •馨 
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=— 


<^ n ) 


^0 


a 


( — DXq ， … ， a„) 






a 


n 


( —1)\(“1 ，… ，o 




^0 


证 令 / GOsaof + a〆 —4 … +‘ 于是，由命题 2. 2, 有 

/(工）= a Q {x — a x )(x — a 2 )^^(x — a n ) 

= a 0 [sc n — ^i(«i 


a n ) x n ^ + 


• •參 


+ ( — l) n ^n( a i 9 ••• J a n)\ 


按照上面的推论2,我们应有 

(— iy ^ i(oc 


n ) 


O ( z . = 1，2 


戊 i ^0 


# 


• ■禱 


1， 


9 


3. 实数域上代数方程的根 


实数域上〃次代数方程是最常见的，它的根有一些特点，这里作 
简单的介绍. 

命题 2 


i 给定 IR 上 n 次代数方程 

ci^x 71 -( - UiX n ~~^ H - ••• + a 


0 ( a 0 7^ 0). 

+ bi { a,be M ) 是它的一个根，则共轭复数 a = a - bi 也是 




n 


如果 


a = a 


它的根 


证 由已知条件有 


+ a〆— 1 + …+ a n ^iOt + = 0 


上式两边取复共轭，利用复共轭与复数加法、乘法的关系，又注意到 

为实数，故 


CLq ^CL\ 


a 


• • _ 


n 


“ o^ 71 + a〆 -1 + ••• + a n - i<x a n = 0 


推论 实数域上奇数次一元代数方程必有一实根. 

证因为它的复根(非实根)必成对出现，已知它在 c 内有奇数 
个根，故其中必有一根为实数. ■ 

如果一个高次代数方程的系数都是有理数，那么它的根又有 一 
些特点.首先，这种方程两边同乘以适当正整数后可以把系数全变成 




2 一 元高次代数方程的基础知识 29 


整数，所以我们只需要讨论整系数代数方程就可以了. 

给定整系数〃次代数方程 


a 0 x n + a x x n ~ l + ••• + = 0 ( a , G 


a 0 a n 7^ 0). 

设它有一个有理数的根《=手，这里 rrtjk^z Z 且 (?/ z ，々）= l ( 即 a 的既 


k 


约分式表示).代入方程得 


a 0 m n + a x km n ~ x + ••• + a n - x k 


n —1 


+ CL n k n = 0 


m 


一方面，由 


m ( a 0 m n ~ l + a ^ km 71 — 2 + ••• + a 


k n ~ l ) 


— d n k n 




n—\ 


知 m 整除 a n k \ 但 m 与 F 互素，故 m 整除 

另一方面，由 


<2 


n 


kiaitn 71 ^ 1 + ••• + a n -ik 


n —2 


+ Clnh n 1 ) 


n 


— a 0 m 


m 




知々整除 Am % 但々与 W 互素，故々整除 

这样,一个整系数代数方程如果有有理根那么它的既约分式 
表示式中，分子必为方程常数项的因子，分母必为首项系数 a 。 的 

的因子只有有限个，把这些因子的所有可能组合拿来，逐 
一 代入方程试验，就能把方程的所有有理根都找出来了. 


a 0 


因子 • 


9 ^0 


习 


1. 试找出包含方程: c 2 + 5 = 0 的所有根的最小数域. 

2. 找出多项式 gOc )， 使 

2 工 4 — 3x 2 + x — 1 = q(x) (x — 1 ) — 1 . 

3. 给定变元1 的; I次多项式 

f(x) = a 0 x n + a x x n ^ x + 


+ a n ( a 0 7^ 0). 

都属数域尺， a 是尺内一个数，而 C 上多项式 


• • • 


如果已知 

9(工）满足 


ao^ai 


/Or) = q ( x)(x — a) + /(a). 

证明以工)的系数也都属于数域尺. 

4. 给定: r 的 w 次多项式 


/Cr) = a 0 x n + a〆 -1 + …+ ( a 0 ^ 0) 


a n 都属数域是尺内一个数，证明存在尺内 


如果已知 


CLq jCL\ 


9 
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的数 boybu ^ 9 ，乂 ，使 


fix ) = b 0 + b x (x — “）+ •••+ b n {x — a) 

5. 给定工 的； 2 次多项式 

fix ) = a 0 x n + aiX n ~ l + …+ a 


n 


( a 0 ^ 0). 

都是实数.证明存在实系数的多项式 

— b { ( J ){ ^ M 


n 


如果已知 


a 0 ja\ 


« • _ 


=1，2,…，々 ） 

p \ — 〈 0，老=1，2，…，0 


x 


+ PiOO + Qi (pi 9 Qi G 


X 


使得 


k 


fix ) = a 0 [[Cr — &) + pjx + qj ) 


a n 都是整数. 

设 /Oc) 有一个零点 Z •证明 a — 1 整除办+〜+…+屯，而 a + 1 

整除 （ 一 l ) n ( ao —+<22 


6. 设/(工) 


-\-a\X n 1 + ••• ~\~dn J _& do 


n 


UqX 






+( — l ) n a n ) 

7. 求下列多项式的有理数 零点： 


• •馨 




(1) x z — Qx 2 + 15^ — 14； 

(2) 4 a : 4 一 lx 2 — 5 x 一 1 ； 

(3) 工 5 +工 4 — 6 工 3 — lix 2 — llx — 3. 

8. 给定数域 尺上的 /z 次代数方程 


n ——1 


+ …+ a ” = 0 ( a 0 7^ 0). 


a 0 x n + a x x 


n 


证明 ix e k . 

i=l 

对任意整数 々，试 计算 


设它在 C 内的;2个根是 a x ,a 2 


0 ^ n 


• • • 


2m 


9. 设 n 为正整数，令 


n 


€=e 




n 




? + # + •••+ £ nk 


ik 


e 




§3 线性方程组 


1. 线性方程组概述 

经典代数学的另一个重要课题是研究多个未知量的一次联立方 
程组.由于未知量都是一次幂，较为简单.但通过研究这类方程的理 
论问题，我们也可以逐步了解代数学的基本思想和方法，这将是本书 
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着重讨论的课题.本节内容是介绍这类方程组的基本概念和求解方 


法. 


读者在中学的课程中已经熟悉了有关二元一次方程组和三元一 
次方程组的基本知识.现在的任务，是要对中学里学过的这些知识从 
理论上加以总结和提高. 

二元一次联立方程组的一般形式是 


a x x + b x y 

+ b 2 y 






在解析几何中我们已经 知道： 在平面直角坐标系内，每个实系数二 
元一次方程代表一条直线.由于这个原因，一次代数方程也称为线性 

方程.今后,我们将未知量的一次方程统 称为线性方程 (不管未知量 
的数目有多少). 

读者已有的关于二元和三元线性方程组的知识大致有如下两个 


方面 


1) 方程组的求解方法.在中学代数课程中已经 指出： 解二元和 
三元线性方程组的最基本的方法是消元法(代入消元法或加减消元 
法).例如，从上面的二元线性方程组中设法消去未知量: V ，得到未知 
量: T 的一个一元一次方程，解出这个一元一次方程得到1的值，再 
代回原方程组求未知量: V 的值.这个方法也适用于三元线性方程组， 
只是这时要想法消去两个未知量，才能得到一元一次方程. 

2) 方程组解的状况的讨论.在平面解析几何中，上面的实系数 
线性方程组的一组解代表两条直线的一个公共点.因此，不难看出, 
方程组的解可能出现下列三种情况： G ) 两直线相交,这时方程组有 
唯一解； ( ii ) 两直线平行而不重合，这时方程组 无解； （ iii ) 两直线重 
合,这时方程组有无穷多组解. 

在自然科学、工程技术和经济活动中，常常需要处理几十，几百 
甚至成千上万个未知量的线性方程组.对这样的方程组，我们需要解 
决下面两方面的 问题： 

第一方面，是从理论上探讨下列三个问题 ： 1) 一 个线性方程组 
在什么情况下有解，什么情况下无解？ 2) 若有解，则有多少组解？ 3) 
在有许多组解(例如有无穷多组解)的情况下，解与解之间存在什么 
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关系？ 


第二方面，是对有解的线性方程组探讨求解的方法，也就是把上 
面提到的消元法理论化、规格化，使它适用于有许多未知量的线性方 


程组 


下面是一个有代表性的例子. 

例 3.1 在经济活动中需要研究如下经济模 型：设 有《个企业 
4 ， A 2 ，…，戌，互相之间签订了相互供应物资的协定.如果在一个生 

产周期内，企业為需向企业 A 交付占该企业在此生产周期内总收 
Kxj 的百分之％的货款 G •关 )). 又设在此周期内為企业在市场上 
销售其产品获得的款项占其总收入&的百分之％ . 那么，对于企业 
A 来说，考查它在一个生产周期内的总收入,我们得到如下一个线 
性方程 


+ “ 


a n x \ + ^i2^2 + 


• • • 


• • • 


和打个方 


现在让〗=1，2,…， W ， 我们得到有;2个未知量 
程的线性方程组 


“11 工 1 + a 12 «r 2 + …+ a ln x n = x x 

a l\ x \ + a 2 2 工 2 + …+ a 2n^n = ^2 


a nl x x + a n 2 x 2 + …+ a 


nn 


为了研究这个经济模型是否可行,我们需要求出上面线性方程 
组的全部解，并研究这些解之间的相互关系，即求出各企业在一个生 
产周期内总收入都是多少，并比较各企业总收入的关系，从而确定这 
样的经济模型能否被接受.这里所遇到的问题，就是上面所说的线性 
方程组理论所要处理的两方面的课题. 

在上面所说的两方面课题中，第二方面，即寻求线性方程组的求 
解方法，是比较简单的.在本节中，我们主要研究这个课题.第一方面 
的课题将留到下一章中去解决. 


2. 线性方程组的解法 


现在我们来介绍求解线性方程组的 矩阵消元法. 这个方法是一 
个古典的方法，具有悠久的历史，但由于它行之有效，至今仍然是求 
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解线性方程组的最基本方法之一.这个方法中所包含的基本思想，在 
线性代数的其他一系列理论问题和计算问题中也将发挥重要的作 


用 


因为我们下面将要研究的线性方程组具有〃个未知量，我们不 

等不同字母来代表它.因此,下面我们用一个字母 

代表 n 


可能用 

带上不同下角标来代表不同的未知量.例如，用 
个未知量.这时，有 w 个未知量 m 个方程的线性方程组的一般形式 


X \ ，工 2 


可表示为 


“11 工 1 + 如工 2 + …+ <^\nX n = b X 

a 2 l^l + ^ 22^2 + …+ d ln X n = b 2 


( 1 ) 


b m 


+ ^m2 X 2 + … + 




在这个方程组中，未知量前面的系数带有两个下角标，第一个下角标 
代表它在第几个方程，第二个下角标代表它是第几个未知量的系数. 
所以,％代表的是第£个方程中未知量 X ,的系数.方程组 （1) 中等式 

右端的 h ,6 2 ，…,心称为常数项.在这个方程组中，方程的个数 m 没 
有限制，可以小于 n , 可以等于;2,也可以大于 

设在线性方程组 (1) 中，未知量的系数 a , ,和常数项匕，…,心都 
属于数域则称它是数域 K 上的线性方程组. 如果让未知量取数 
域尺内一组确定的 数值： 


々2 


= k 


k n 


Xi 


X 2 


X n 






• • • 


9 


9 


代入方程组后使它转化为恒等式,则这一组数称为方程组 a ) 的一组 


所谓矩阵消元法，是以下面的定义和一个命题作为理论基础的 
一种解线性方程组 ( 1 ) 的方法. 

定义 方程组 a ) 做如下三种 变换： 

( i ) 互换两个方程的 位置； 

( ii ) 把某一个方程两边同乘数域尺内一个非零常数 c ; 

( iii ) 把第 j 个方程加上第 f 个方程的 M 音，这里 々 eK 且# >• 
上述三种变换中的每一种都称为线性方程组 a ) 的初等 变换. 

应当 指出： 线性方程组的初等变换是可逆的.也就是说,如果经 
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过一次初等变换把方程组 (1) 变成一个新方程组，那么，新方程组必 
可经一次初等变换变为原方程组 (1). 这可以具体讨论 如下： 

1 ) 如果互换方程组 (1) 中第以 两方程的位置，则对新方程组再 
互换/，《；’两方程的位置就变回原方程组 (1) ; 

2) 如果把方程组 (1) 的第£个方程乘以非零常数 c , 那么，只要 
把新方程组的第/个方程乘以 1/ c 就变回原方程组 (1) ; 

3) 如果把方程组 (1) 的第 j 个方程加上第/个方程的々倍，那 
么，只要把新方程组的第）个方程加上第£个方程的一々倍就变回原 
方程组 (1). 

显然，如果方程组 （1) 经过若干次初等变换化为一个新方程组， 
那么,新方程组也可以经若干次初等变换化为原方程组 （1). 另外还 
应指出，在做初等变换的过程中，方程组中方程的个数既不增加，也 
不减少. 新方程组仍为数域尺上的线性方程组. 

命题 3.1 设方程组 (1) 经过某一初等变换后变为另一个方程 
组，则新方程组与原方程组同解. 

证设方程组 (1) 有一组解 




々2 


K 


( 2 ) 








代入 (1) 之后得到 m 个恒等式 


+ …+ <^\vkn — 

a l\h\ a 2 2 是 2 + ••• + a 2 „ 々 „ = 厶 2 


^ml^l I ^mZ^2 I ••• I a mn k n b m , 

对这组恒等式做相同的变换，得到一组新恒等式(也有 m 个），它恰 
好是把 (2) 式代入新方程组所得的结果.由此 可知： 原方程组 (1) 的 
任一组解都是新方程组的解. 

反过来，因为新方程组也可以经过适当的初等变换化为原方程 
组(1)，所以按同样的道理，新方程组的任一组解也是原方程组 (1) 的 
解.于是两方程组同解. | 

下面举几个例子来具体说明如何利用命题 3. 1来解线性方程 


组 


例 3. 2 解线性方程组 
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2x 2 — 

— x 2 + x z = 0 ， 

2工1 + 工 2 _ 


工3 = 


- 2 . 


X 




对方程组相继做初等变换. 
(0 调换第1，2两方程的位置，得 


;7^ 

L'Jil 


X X — x 2 ^r X Z 

2x 2 — x z = 1 ， 

2:1 + 工2 —工 3 = — 2. 


0, 




( ii ) 把上面的方程组第 3 个方程加上第1个方程的一2倍，得 


工2 + 


0, 


x x — 


工3 = 


2x 2 — 

3工2 — 3工 


工3 = 


— 2 . 




上面两次初等变换的目的是使方程组第1个方程保留^，而第 

2,3个方程中未知量^都不出现(即其系数为零). 

( iii ) 把 ( ii ) 中的方程组的第3个方程加上第2个方程的一 1倍， 


得 


x 2 + 


0, 


Xi 一 


工3 = 


2x 


工3 = 


x 2 — 2x 


— 3 




( iv ) 再把上面的方程组中第2,3两方程对换位置，得 


工 2 + 


0, 


Xi — 


工3 = 


x z — 2x 


— 3 




2x 


工3 = 


( v ) 把上面的方程组的第3个方程加上第2个方程的一2倍，得 


工1 — ^2 + 


0, 


工3 = 

工2 —2工3 = _ 3, 


' 3工3 == 7 • 

最后所得的方程组具有这样上而下看，未知量的个 
数依次减少，成为阶梯形状(上面用虚线标出阶梯形).只要从它的第 

3个方程解出工 3 ,代入第2个方程解出 ： c 2 , 再代入第1个方程解出 
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就得到方程组的解 


X\ 


9 


Xi =— 


工2 — 


X 


根据命题 3. 1，上面各个步骤中所得的每一个方程组都与原方程组 
同解，故最后方程组的这一组唯一的解就是原方程组的唯一解. 

上面这个简单例子代表了用消元法解线性方程组的一般方法和 
计算格式.它的基本思 想是： 反复利用方程组的初等变换以把方程 
组转化成阶梯形状的方程组，使自上而下未知量的个数逐次减少.首 
先求最后一个方程的解，然后逐次代回上面各方程解出其余未知量. 

读者不难发现，在上面的运算过程中，只是对方程组的系数和常 
数项进行运算，而未知量 
因此，每一步都把它们逐一写出完全是多余的累赘.在计算中完全可 
以把它们先隐去.只是这时要注意不要打乱了系数的排列顺序.基于 
这一认识，我们把例1的方程组简化成如下的3行4列长方表格 


在整个过程中未参加任何计算. 


工1，工2 ,工3 


0 


0 


1 - 1 

这个表格称为一个3行4列矩阵，简称为 3 X 4 矩阵.它的每个横排 
称为行，竖排称为列.现在，它的每一行代表原方程组的一个方程，第 
1，2,3列分别代表各方程中 

于是，例 3. 2的解方程的各个步骤现在可简写成如下形式(用箭 
头表示一次初等变换）： 




的系数，第4列代表常数项. 


工1 9 ^ 2 ，工3 


0 


1 


0 




0 


1 


0 




— 2 


— 2 


0 


1 


0 




0 


0 


1 - 2 


3 — 2 


3 


0 






0 


0 


1 




1 — 2 


1 - 2 


0 


0 






0 : 3 


0 


0 
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等到把矩阵变成阶梯形后，再写出它代表的方程组 


x 2 + x 3 = 0 

工 2 — 2 x ^ = — 3 


--- 

JL J 


3工 3 = 7. 

求解最后的阶梯形方程组即得原方程组的全部解.这种方法就称为 

矩阵消元法. 

在熟悉了矩阵消元法的思路和计算格式之后，在实际计算时可 
把几次初等变换一步完成. 

例 3. 3 解方程组 


工1 + 工2 — 3^3 ~ _ 1 

2xi + x 2 — 2x z = 1 


工1 + ^2 + 


工3 = 


Xi + 2 x 2 一 3工 


利用矩阵消元法 


1 


1 _ 3 


-1 




2 1-2 


0 — 1 


4 


0 


4 


4 


0 


2 


0 


4 


0 




1 — 3 


-1 




0 


1 - 4 


- 3 


0 1-4 

0 0 
0 0 

其中第1个箭头表示：利用第1行消去第2,3,4行中^的 系数; 第 
2个箭头表示：把第2行加到第4行，然后以 （一1) 乘第2行，最后再 
以 （1/4) 乘第3行,等等.在计算中要注意初等变换的先后次序，以免 
混乱，出现错误.例如，在上面第2个箭头的计算中，把第2行加到第 

4行后，第4行已经变成 (0 0 4 7), 只能以它为基础接下去再做 

变换.如果忽略这一点，还用原来的第4行又加到第2行，把整个矩 
阵变成 




0 : 1 


0 


4 


0 


0 


0 
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0 0 


4 


0 0 4 


4 


4 


0 


这就错了. 

现在把最后阶梯形矩阵对应的方程组写出 


x \ + x i — 3工 

x 2 — 4 工 


-1 




- 3 




X 


0 = 3. 

这是一个矛盾方程组，无解.故原方程组也无解. 

例 3. 4现在讨论例 3. 1的一个具体实例.设有企业 A lf A 2f A 

按例 3. 1所说签订协议.若已知次从市场销售所得占其总收入 


X\ 


的百分比 


十，按协议应付给爲的货款占 A 的百分比 


a n = 


^21 




4 


应付给 A 3 的货款占:^的百分比 


~ t ； a 2 应付戊 的货款占其总 


^31 = 


4 


收入工2的百分比 


子，自身销售所得占 A 的百分比 


+ ,应 


^12 = 


d 22 = 


付為货款占:^的百分比 


- r ;^3 应付 ▲ 货款占其总收入&的 


a 32 = 


应付 A 货款占 A 的百分比 
*0. 那么，我们得到如下线性方程组 


百分比 


自身销售收入 


^13 = "^ 


^23 = 


9 


+ - r ^2 + 


了工3 = 工1 


4 


"7 T 工 1 + 7工2 + 


~77 X Z = X 2 


+ 7:3 + 0 


x z = x z 


4 


移项后，得方程组的标准形 
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-+十知+ ^3 


0 




4 


4 


7工1 一 7工2 + 了工3 = 0 


7工1 + 7工2 — 


0. 


工3 




4 


上面方程组的常数项为 0 ,在消元过程中显然也永远为 0 ,因此 
可以不写出来，只要写出未知量的系数所成的矩阵作消元法就可以 
了.具体写出来 如下： 


1 




15 


4 


4 


15 


0 


15 


4 


1 






15 


15 


0 


0 


0 


4 


上面是先把第一 行乘一 f， 然后再利用第一行把第二、三行第一个元 
素消成 0 . 写成对应方 程组： 


亏工 3 = 0 


_ 15 X2 — 


- 77^2 + 亍 A = 0 


15 


解得 


25 


Xl = 16^ 3 


工1 = 了工3 


上面的计算已求出方程组的全部解，其中未知量工 3 的值不受限 
制，可任取.这种未知量称为自由未知量.而其他未知量:^ ，J： 2 的值 
则由工 3 唯一决定.这样，未知量彼此间的关系也清楚了.上面的结果 
在经济工作中的实际含 意是： 若照上述模型运行，那么企业^的收 
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入将是企业收入的 f 倍，而企业乂2的收入则是乂3收入的？^倍 

现在对上面的讨论从理论上作一个小结. 

定义 给定数 域尺上 个数 a , v (£ = l ，2， 
n ) ，把它们按一定次序排成一个 m 行 w 列的长方形表格 


16 


1,2 




• • • 


a n a n 


a \n 


^21 a 22 


^2n 


A = 


a m2 


称为数域尺上的一个 m 行; 2 列矩阵 ，简称为 mX 

在一个矩阵中，横向的一排数称为矩阵的行，竖向的一排数称为 
矩阵的列.矩阵中的每个数称为它的元素.在上面的矩阵中，每个元 
素 a , ,带有两个下角标，第1个下角标代表它所在的行，第2个下角 
标代表它所在的列. a , ,表示该元素位于矩阵的第£行和第 j 列的交 
叉点处.今后我们常用一个大写英文字母代表一个矩阵. 

矩阵是一个独立的概念，并不一定要跟线性方程组联系在一起. 
但是它是研究线性方程组的有力工具.现在矩阵对我们来说还仅仅 
看成是一个“表格”，在下面，我们将逐步赋予它新的内容，把它丰富 
起来，从而使它发挥越来越大的作用. 

有了上面的定义之后，方程组 (1) 中未知量的系数就可以排成 一 
个矩阵 Z ， 它就是定义中所写出的那个 mXn 矩阵，我们称 A 为方程 
组 (1) 的系数矩阵. 如果把方程组 (1) 的常数项添到 A 内作为最后一 

列，就得到一个 mX(n + l ) 矩阵 




b 


a \2 




11 


b 


^21 a 22 




A = 


b m 


a 讲 2 


矩阵 a 称为方程组 a ) 的增广矩阵. 

我们不妨假定 I 的前； I 列中任一列元素都不全为零(因为如果 

) 全为零，那么，未 知量巧 在方程组中实 


% j 列元素 aij(i = l ,2 j 


• • • 


9 
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际上不出现，这情况可预先排除在外).现在对 z 做矩阵消 元法： 

1) 通过调换两行的位置使得第1行第1列处元素不为零.因为 
第1列元素不全为零，所以总能做到这一点.例 3. 2的第1步初等变 
换就是例子. 

2) 当 a n #0 时，利用第1行乘以适当倍数加到第2,3， 

把矩阵变成 


行 


m 


b 


a ll a 12 


^1 


n 


b 2 n 02 


0 ^22 


• •鲁 


A 


b m 


0 b m 

下面，再对右下角部分继续上述变换.但注意右下角矩阵可能有 
些列全为 0. 这时，只要把这些全为0的列跳过去不管就可以了.最 
后把增广矩阵3化为阶梯形，写出与之对应的阶梯形方程组，再把 
其中每个阶梯最左端系数不为0的项保留不动，其余未知量移到等 
式右端.移到等式右端的未知量称为 自由未知量， 其值可任取.取定 
自由未知量的值之后，代回方程组，自下而上逐次求得留在左端的未 
知量的值，得出方程组的一组解.用此办法，可得方程组的全部解.如 
果最后得出的阶梯形方程组包含矛盾方程（例如例 3. 3)，则原方程 
组无解. 


b m 


• • • 


n 


J 3.5 解下列线性方程组 


工1 + 


— 2 


— 3:4 — 


工2 


工 5 = 


X 2 + 2 工 3 — 

4工 1 — 2工2 + 6工3 + 3^4 — 4工 
2 工 1 + 4工 2 — 2工 3 + 4 sc 4 — lx 


Xi — 


sc 4 


对增广矩阵 d 作初等行变换 




—1 — 2 


0 — 3 


0 


A = 


4-2 


3 - 4 


4 — 2 


4 - 7 
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1 - 2 


0 — 3 




0 - 2 


0—6 6 15 


0 15 


10 - 5 


0 


2 


—1 


10-3 




0-22 


0 0 


0 


0 0 12 — 4 


0 


— 1 - 2 


0 _ 3 


0 2 


——1 






0 0 


0 


0 0 


0 


— 1 - 2 


0 — 3 


0 2-2 


- 2 一 1 




0 0 


0 


0 0 


0 


0 


0 


0 


写出对应方程组 


x l + x z 


- 2 


0X4 乂 5 

2:2 — 2:3 — 2:4 — 工 5 = — 3 




3:4 — x 5 = 


在上面方程中，把含 


的项移到等式右边，得 

- 2 + 

— 3 + 2工3 + 工 5 


X 3 yX 5 

工1 + 工2 — 3^4 

2x 2 — 2x 


工5 






4 


3^4 == 2 * 3^5 


然后自下而上逐次求 


最后得 


工4，工2，工1 


9 


工1 = 了 —工3 + 7工5 


工2 = —了 +工3 + 了工5 


—X 


工4 = 7 


的值可任取，是自由未知量.取定的一组值，就唯 

的一组值，从而得到原方程组的一组解.显然，原方 


现在 

一决定 


工3，工5 


工1，工2，工4 
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程组有无穷多组解.这里要注意一点，如果把原方程组看做数域尺 
上的方程组，则工3，工 5 仅限于取数域 K 内的数，这时得出的 

的值也在数域 K 内. 


: Ti 9X2 ，工 4 


3. 齐次线性方程组 


数域 K 上的线性方程组 (1) 中，如果常数项々1=6 2 =〜=心= 0 
则称 为数域 K 上的一 个齐次线性方程组. 这类方程的一般形式是 


“11 工 1 + 七 2 工 2 + …+ a \n^n = 0 

a 2 i 工 1 + ^ 22-^2 + ### + a 2n x n = 0 


(3) 


+ ^m2 X 2 + … + 


= 0 


U 


方程组 (3) 显然有一组解 


= 0 


Xi = 0 9 x 2 = 0 


x 


这组解称为零 解或平凡解. 除此之外的其他解(如果存在的话)称为 

非零解或非平凡解. 

齐次线性方程组所要讨论的问 题是： 在什么情况下它有非零 
解？下面的命题部分地回答了这个问题. 

命题 3. 2 数域尺上的齐次线性方程组 (3) 中，如果方程个数 
小于未知量个数则它必有非零解. 

证对方程个数 m 作数学归纳法. 

当 m = \ 时，若= 0，则令 

零解. 否则，因 n>m = 1，取 

an / O , 它即是一组非零解.现设有 m — 1个方程的齐次线性方程组, 

当 m —1<未知量个数时必有非零解，来讨论有 m 个方程的情况. 

若方程组 (3) 中^的系数全为0,则取 
为一组非零解.否则，调换方程的次序(第一种初等变换），总可使第 
一个方程 A 的系数不为0,因而不妨就设 a n ^0. 这时把第一方程乘 
适当倍数加到其他方程(第三种初等变换），可把方程组 (3) 化为如下 
同解的齐次线性方程组 


m 


0 即为一组非 

= 0，因 


1 ，工 2 = 


=X 






工 1 


X\ = _ Ui2 9 Xz = CL\l 赘工 3 = 


=X 


1，工2 = 


工 1 




=X 
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“11 工 1 + 屮 2 工 2 + …+ a ln x n = 0 

b 22 x 2 + …+ b ln x n = 0 


b m2 x 2 + ••• + 办 

上述方程组后面 m —1个方程是有 W — 1个未知量《2：2， 

个方程的齐次线性方程组.因为 m < n ， 故 w — l〈n — 1，按归纳假设 
它有一组非零解 


= 0 


mn 工 n 


和 m — 1 


X 


n 


々2 


K 


工 2 


X 






n 


把这组数代回第一个方程，因 a „ 关0,可唯一解出而，即得 （3) 的 

一组非零解. ■ 

在本节的最后，我们提请读者注意，在用矩阵消元法解线性方程 
组时，只进行加、减、乘、除四种运算.如果所给的是数域 K 上的线性 
方程组，那么作初等变换得出的仍为尺上的线性方程组，所求出的 
解也都是数域尺上的数(如果其中含有自由未知量，则限制它们只 
能取 iC 内的值).因此，对 K 上线性方程组的全部讨论都可以限制 
在数域尺内进行. 


习 


1. 用矩阵消元法求下列线性方程组的解 


2 x l — 工2+ 工3 _ 工4 = 1 


2 Xi — X 2 


— 3 工 4 = 2 ， 

— 尤 3 + ^4 = — 3 , 

2xi + 2x z — 2 工 3 + 5 工 


( 1 ) 


3^! 


- 6 . 




4 


工1 + 3工2 + 5工3 — 4工 

X \ + 3工2 + 2工3 — 2^4 +工5 = — 1 
(2) ^ X \ — 2:2+ 工3 — 

尤1 —4工2+工3+工4—工5 
,^+2^2 + X % — X^+Xc 


4 


3 , 


工 4 工 5 




3 , 




— 1 
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— 3工 4 + 2工5 = 1 ， 

x 2 — 3工 3 + sc 4 — 3 sc 5 = 2 ， 

2 工厂 3工 2 + 4工 3 — 5工4 + 2 工 5 = 7， 


工1 + 2工2 


工 1 — 


(3) 


9 工 1 — 9 ：r 2 + 6 工 3 — 16工 4 + 2 sc 5 = 25 


x x — 2 工 2 + 3工 3 — 4 ^ 4 = 4 


工3+尤4 = —3 


工2 — 


(4) 


工1 + 3工2 

一 7工2 + 3工3+ 工4 = — 3. 

3工1+ 4工2 — 5工 3 + 7^4 = 0 

2 x x — 3工2+ 3工 3 — 2工 4 = 0 


(5) 


4 sCj + 11 工 2 — 13工3 + 1 6工4 = 0 


7工 1— 2:2+ 工3+ 3^4 = 0 

2^1+ x 2 — 尤 3 + sc 4 = 1, 
3工 1 一 2工2 + 2工 3 — 3： r 4 = 2， 

5工1+ x 2 — 工3 + 2 : 4 =— 1 ， 

2^1— 工2+ 工 3 — 3 工4 = 4. 

工1 + 2工2 + 3工3—工 4 = 1 ， 

3工1 + 2工2+工3—工4 = 1, 


( 6 ) 


( 7 ) < 2工1 + 3工2 + 工3 +工4 = 1 


2工 1 + 2 工 2 + 2工 3 — x 4 = 1， 


5工1 + 5工 2 + 2工 3 


2 




2. 证明齐次线性方程组 


^ 11^1 + ^ 12^2 = 0 
“21工1 + ^ 22^2 = 0 


有非零解的充分必要条件是 


CL ll a 22 _ ^ 12^21 = 0 


3. 判断下列齐次线性方程组是否有非零解 


2工 1 + 3工 2 —工 3 + 5工 4 = 0 


3 工 1 一 x 2 ^-2x 3 — 7x 4 = 0 
4工1+工2 —3工 3 + 6工4 = 0 
X X — 2工2 + 4工3 — 7^4 = 0 


( 1 ) 
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x 2 — ^3+ ^4 = 0 

華 

— 7工2 + 3工3+ 工4 = 0 

工1 + 3工2 
x l — 2 x 2 + 3^3 — 4工4 = 0* 

x l — 2 x 2 + x z — 尤 4 + 尤 5 = 0 

2^! + 工 2 —工3 + 2工 4 — 3工5 = 0 

3工1 — 2 x 2 —工3+ 工4 — 2^5 — 0 

2^：! — 5^2 + 工3 — 2工4 + 2工5 = 0 

Xl — x 2 


( 2 ) 


— 3工 4 = 0 


(3) 


= 0 


= 0 


工2 尤3 


(4) 


工3 工4 == 0 


+ 工 4 = 0 


—工 1 


4. 给定数域 K 上齐次线性方程组 


2x + y + 


0 


Z 




z = 0 


ax 


+ 32： = 0* 

确定 a 的值，使方程组有非零解，并求全部解. 

5. 讨论 A ， a ,6 取数域尺内什么值时，下列尺上线性方程组有 


—X 


解，在有解时求其全部解. 


工2+ 工3 = 1， 


ax x - {- ^2+^3 = 4 


(1) i ^1+^2 + 工3 =义， 


(2) 1 ^1+ ^2 + ^3 = 3, 


工1+ x 2 + ^ x z = X 2 . 

工 1+ 工2+ 尤3+ 工4+ -^5=1 

3工1 + 2工2+工3+工 4 — 3工5 =<2 

工2 +2:3+ 2; +6:5 =3 

5工1+4工2 + 3工3 + 3工4 _ oc^=b 


J：l + 2^2 + J：3 = 4 


(3) 


6 - 设 


x x — x 2 = a x 


x t — x z = a 2 


J 0 ^ 工5 — 


工 3 OC ^ ^3 


工 5 —尤 1 = A 


证明： 这方程组有解的充分必要条件是 
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= 0 


在有解的情况下，求其一般解. 

7. 求下列齐次线性方程组的全部解 


工1 


+ x 2 


= 0 


X Z + x 3 


= 0 


8. 在平面上取定直角坐标系任给不在同一直线上的五个 
点，证明必存在一条二次曲线通过这五个点.如给定如下四 个点： 

Q ： (1 >一 1) 5 


P ： (1,0) 

R : ( 一1，2); S : (2,3). 




试求通过这四个点的所有二次曲线. 

9.设 a 是数域 K 上一非零数.求解尺上线性方程组 


= b 


工 2 


= b 


+ ax^ + ax^ + 

+ cix ^ + 


工 1 


ax 


X X + ax 2 

Xi + ax 2 + axi 


= b 


ax 


= b 


ax 


+ = b n 

10. 给定数 域尺内 n 个数 〜而， …，•设 : cW = l ，2, 


+ ax 2 + clx 3 + asc 4 + 


• • • 


n 


9 


1，2，〜，；1)是；1 2 个未知量.求下列线性方程组的全部解 


UiUiXjk — djU^Xu = 0 


其中分别取1，2 


本章小结 


本章对中学代数学中阐述的经典代数学的研究对象作了简单的 
概括，#从理论上提高一步.首先是把数及其四则运算的初等知识提 
升为数域的概念，使我们今后研究数的有关课题时，有一个确切的范 
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畴.在此基础上重点讨论两类代数 方程： 

1) 数域尺上的一元 n 次代数方程.这种方程的根不一定还在 
尺内. 为寻求其根，必须把尺扩大为更大的数域.但它的全部根都在 
最大的数域 C 内，恰有 n 个根(重根计算在 内）； 

2) 数域尺上的线性方程组.这类方程可用矩阵消元法求出其 
全部解.求解过程中，只对其系数及常数项作加、减、乘、除四种运算， 
不会超出数域 K 的范围，因而对此类方程的全部研究可以限制在数 
域尺之内进行.本章只是给出此类方程的求解方法，其理论方面的 
课题则是下一章的出发点. 


第二章向量空间与矩阵 


在第一章的引言中已经指出，经典代数学的发展历史告诉 我们: 
为了研究代数方程的实质问题，局限于数及其四则运算的领域是远 
远不够的.这就是说，我们必须通过分析代数方程的特殊性,从中提 
炼出代数学的新的研究对象，开拓新的研究领域.在代数方程中，线 
性方程组是最简单的一类，本章的任务，就是要从研究线性方程组在 
直观上的结构特点，从中产生出新的思想和新的课题. 

现在把第一章§ 3的数域 K 上的线性方程组 （1) 写成如下形 


状 




工 1 + ^12 ^2 + •••+ ^ln 00 

a 2 i | 工 1+ a 22 x 2 -\ - h a 2n x 


a ll 




厶 2 




b m 


^1+ + … + 


只爪”」工 n 




它在结构上的特点就十分直观地显示在我们面前了.方程左端都是 
一 '个 未知量 A 乘上 X "上一'组数(按一定次序排列，共 m 个)然后连 
加起来，方程右端也是尺上一组数(按一定次序排列起来，共 w 个）， 
然后两者相等，就构成一个线性方程组.这启发 我们： 不应当研究单 
独的数，而应当把一个按一定次序排列起来的数组当做我们新的研 
究对象.这种新的对象不再是普通的数,但在它里面也像数一样可以 
做某种运算，例如做加法，以及与普通的数(上面表示为未知量的形 
式)做乘法运算.于是代数学中一个新的研究对象就诞生了. 


§ 1 7 W 维向量空间 


定义设 K 是一个数域.尺中 m 个数 
元有序数组 


所组成的一个 


， O^rn 
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a i 


a 2 


^ K = l ，2，"*， w ) 


称为 一 个 w 维向量 ， a t 称为它的第/个分量或坐标 . K 上全体 m 维 

向量所组成的集合记为尺 w .在内定义两个向量的加法 如下： 

+ 6 

a 2 + b 


b 


a i 


h 


^2 


e K m 


+ b 


又设 k 为 K 中任意数，定义 k 与 K m 中向量的数乘如下 


ka 




ka 


^2 


k 


e k 




集合 iC " 和上面定义的加法，数乘运算这一个系统称为数域尺上的 

饥 维向置空间. 

今后我们用小写希腊字母来表示中的向量.另外,中的 

)( 但在同一个问题中写法要统 


向量也可以改写为 oc = (a 
一， 或者都竖写,或者都横写，以免造成混乱). 

现在我们来比较一下数域和尺"之间的共同点与不同点. 

1) 数域和都是一个集合.但集合内的元素不同，数域的元素 
是数，而的元素是向量. 

2) 数域内有两种 运算： 加法和乘法(减法和除法是加法及乘法 
的逆运算)内也有两种运算，但不是数的运算，是向量间的加法 
及数与向量的数乘，注意向量与向量没有乘法运算. 

3) 数域内数的加法、乘法满足一些运算法则，读者对它们已很 
熟悉.现在我们把它们总结一下. 

( i ) 加法满足结合律： ( a +6)+ c = a + (^>+ c ) ； 

( ii ) 加法满足交换律： a + b = b+a ； 

( iii ) 有个数0,使对任何数域内的 < 2 ， 0+ a = a ； 


1， 


a 


• •暴 
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( iv ) 数域内任意数 a ，在该数域内有负数一 a ，使 a - f -(— a ) = 0 

( v ) 有个数1，使对数域内任意 a ， 有1 • a = a ； 

( vi ) 乘法满足结 合律： a ( bc ) = ( ab)ci 

( vii ) 乘法满足交换律： ab = ba •， 

( viii ) 对数域内任意非零数 a ， 在该数域内有1，使 

a 

( ix ) 加法与乘法满足分 配律： a { b J rc > )= ab J rac . 

数域内数的上述九条运算法则，是一切研讨的基础.在中学代数 
中关于数及其四则运算有关的一切内容，都是以它们为立足点的. 

现在我们来指出,内的两种运算也满足相应的运算法则. 

命题 1. 1 中向量加法、数乘运算满足如下八条运算 法则： 

( i ) 加法结合律 aH -(/3+7) = ( a +^) + 7； 

( ii ) 加法交换律 

( iii ) 称(0,0，_“，0)为 m 维零向置，记为 0. 对任一 m 维向量 a , 
有 0+ a = a +0 = a ; 

( iv ) 任给 (a 

其为 a 的负向置.它满足 a +( — a ) = ( — a ) -|- a =0 ; 

( v ) 对数 1，有 1 • a = a ； 

( vi ) 对尺内任意数有 

( vii ) 对尺内任意数 / M ， 有 a + Z ) a =々 a +/ a; 

( viii ) 对 K 内任意数 々，有 k ( a -\-^)= ka -\- kfi 9 

其中尺表示数域，希腊字母表示中向量. 

这个命题只需按定义逐一加以验证就可知其正确了.我们这里 
把它列举出来，是要读者 注意： 这八条是 w 维向量空间的最基本的 
规律或性质 . m 维向量空间的一系列基本命题都是以上述八条为基 
础推导出来的. 

今后我们将 a + ( — W 写成 a — A 称为向量的减法 运算. 下面再 
介绍几个基本概念. 

定义 给定内一个向量组^ 

个数々1 ， k 2 , …， k s . 称向量々1〜+々 2 0： 2 +〜+是必为向量组 a 19 a 2 

的一个线性 组合. 


1； 


# 


a 






— a m ) ，称 


) ，记一 (― ai 


19^2 9 


• • • 


~a 2 ， 


又给定数域 K 内 


^2 


^5 


• •暴 


9 




_ •參 
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定义 给定内向量组^ 

如果存在数域尺内 s 个数 u 2 ，…， t ,使 

/?= 々 I% + 々 2 a 2 + …+ ^s a s 

线性表示. 


设戶是 K m 内一个向量 




O^s 


9 


则称 A 可被向量组々 

现在利用上面这个概念来分析一下 m 维向量空间中的向量和 
线性方程组之间的联系.给定数域 K 上的线性方程组 






= b 


a u ^\ + ^12^2 + - • + 

a 2\ X \ + a 2 2 工 2 + ••• + a 2n^n = ^2 


X 


( 1 ) 


^ml^l I ^m2^2 I ••• I ^mnP^n 


考虑中的 /2 + 1 个向量 


b 


a il 


a l2 


a \ 


h 


a 21 


a 22 


a 2n 


/? 


= 


^2 = 


a 




a 


应用 m 维向量的加法和数乘运算，方程组 （1) 可以改写成如下的向 
量方程 


+ x z a z + ••• + x n a n = /? # 


( 2 ) 


如果方程组 a ) 有一组解 


々1 


々2 


k n (ki G K) ， 


X 1 


工 1 


X 








代入 （2) 式，得 


— 々 i a i + 々 2 a 2 + …+ k n a ny 


即卢能被向量组 A 

线性表示，则表示的系数就是方程组 a ) 的一组解.于是有 
如下两条 结论： 

1) 方程组 a ) 有解的充分必要条 件是： 向量/?能被向量组 
• »«„线性表示； 

2) 方程组 （1) 的解的组数等于/?被七 


线性表示. 反之，若戸 能被向量组 


0^2 


Ct n 




• • • 




^1 


^2 


线性表75表法 






的种数 


上面的分析触及了线性方程组的本质.读者应该十分熟悉线性 
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m 


方程组 (1) 和向量方程 (2) 之间的联系.这就是说，给定一个线性方程 
组，读者应当立即能把它改写成向量方程.反过来，给定一个向量方 
程，也应立即能把它改写成线性方程组的形式. 

例 1.1 将数域尺上的下列线性方程组 


工1 + A + X l + ^4 H - 


7, 


工5 = 


3工1 + 2 x 2 + 工3 + ^4 ~ 3^5 = — 2， 


工2 + 2工3 + 2工4 + 6工5 =: 23 


5工1 + 4 r 2 + 3： r 3 + 3工4 — 


12 


工5 = 


写成向量方程的形状.为此，令 


a 


a 2 = 


^3 = 


0 


4 


— 2 


— 3 


= 


^4 — 


= 


23 


—1 


12 


得向量方程 


•27^1 + X<iCL<i <^3^3 + ^4^4 H~ ^5^5 = 


利用第一章§ 3 的办法求得方程组的一组解 


0 C \ = 9， 00*1 ^ 13 ,工3 == 1 ,工4 == 1 ,工5 == 1 


于是 


/? = — 9^1 + 13^2 + a 3 + a 4 + a 5 


的线性组合的表 


这个方程组的解不唯一，所以^表成 A 
示方法也不唯一.实际上有无穷多种不同的表示法(方程组有无穷多 


仃 2 , A ， A ， A 


， 


组解) 


1. 向量组的线性相关与线性无关 


为了深入讨论线性方程组，我们在上面引进了数域尺上的 m 维 
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向量空 间尺' 在下面将会看到，在线性方程组的理论中，齐次线性方 
程组处于核心的地位.在第一章§ 3,我们 指出： 齐次线性方程组所 
要讨论的基本课题，是它有无非零解.这个基本课题转化到 iT * 中 
来，就是如下一个重要的概念. 

定义给定中一个向量组 


^11 




a l2 


a 21 


a 22 


a 2s 


= 


^2 = 


如果齐次线性方程组 


“ 11 工 1 + ^ 12-^2 + ••• + Cli s X s = 0 

^21^1 + d 11 x 1 + ••- + a 2s x s = 0 


(3) 


+ a m 2 :r 2 + …+ a 


= 0 


有非零解，则称向量组 A 
(3) 只有零解，则称此向量组线性无关. 

在第一章§ 3中已指出可用矩阵消元法来判断一个齐次线性方 
程组有无非零解，现在我们可以把它用于判断一个向量组是线性相 
关还是线性无关.这就是说，如果我们以所给的向量组 
作为列排成一个矩阵 


^线性 相关; 如果齐次线性方程组 




oti^a 2 


0 £ s 


• • • 


a n a i 2 




a 21 a 22 


a 2 s 


A = (a 2 a 2 


«5> 




• • • 


Q^mX ^m2 


它就是齐次线性方程组 （3) 的系数矩阵，只要对它作消元运算，把它 
化为阶梯形就可以了. 


给定 K 5 内向量组 

( 7 , 0 , 0 , 0 , 0 ) 

= (1，0，1，1，0)， 

判断它们是否线性相关. 


( 一 1，3,4,0,0) 


辽1 


^2 








^4 
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把它们竖起来排成一个 5 X 4 矩阵 


0 


7 




0 


0 


0 


A= 0 


4 


0 


0 


0 0 一 1 


0 


用矩阵消元法把 A 化为阶梯形 


0 


7 


7 


0 






0 


0 


0 


0 


0 


0 


A 


0 


0 


0 


0 


0 


0 0 


0 


0 


0 


0 0-1 


0 


0 0 


-1 


0 


0 


7 




0 0 


0 


0 


0 


0 0 
0 0 0 

最后的阶梯形矩阵对应的齐次线性方程组显然只有零解，故以 A 为 

系数矩阵的齐次线性方程组也只有零解，即线性无关. 

在上面的定义中，如果，则齐次线性方程组 (3) 中未知量个 
数5>方程个数 m ， 按第一章命题 3. 2,它必有非零解，从而不必作矩 
阵消元法即可判断向量组 A ，心 ，…, A 线性相关. 

前面已 指出： 数域 尺上的 线性方程组等价于尺 OT 内的向量方 
程.把齐次线性方程组 (3) 改写成内的向量方程，就是 


0 


0 


工 l a l + ^ 2 a 2 + ••• + ^ 5^5 = 0 


A 线性相关就等价于存在尺内一组不全为零的数 h ， 


所以七 


^2 


• • • 


，々”使 


k 


• • • 


々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a s 


0 




于是我们得到向量组线性相关与线性无关的第一个等价定义. 

定义 给定内向量组^ 

的数 U 2, …，心，使 


如果存在 K 内不全为零 


0^2 


CXs 
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々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a s = 0, 

则称向量组线性相关.否则称为线性无关. 

这个定义比起前面的定义来，是变抽象了，因为它完全没有具体 
涉及到 a ly a 2y — , a s 中每个向量的分量.正因为如此，它具有更大的 
普遍性，在第四章中我们就会看到这一点. 

例 1.3 给定尺 4 内向量组 


——1 


-1 


= 


= 


0 


判断它是否线性相关. 

考查向量方程 


X \ - j - 2 jo 


2x 2 


工 1 


0 


—尤 2 
3工2 


—X 


—尤2 


—尤1 


工 lA + ^ 2^2 = 


0 


3工 


0 


0 


2-ri + x 2 


2x 


工2 


两向量相等，则分量相同，故得 


Xi + 2x 


= 0, 3工 2 = 0， 2工1 + 工 2 = 0 


0, 


—x Y — x 2 




2 


显然有 
0. 于是 «!, a 2 线性无关. 

从例 1.3 看出： 可以把线性相关与线性无关的定义换一种说 
法，这就是第二个等价定义. 

定义给定 A ：” 内向量组^ 


0 ^ X 2 = 0 . 即不存在不全为零的数々 1 ，々 2 ,使 kia l -\- k 2 ( x 2 = 




X\ 


如果由 


^2 




々 i a i + 々 2 汶 2 + …+ k s a s = 0 

怂= 0,则称向量组 


必定推出 ki = k 2 = 

则称为线性相关. 

这个定义的逻辑结构比前两个定义复杂，比较难于掌握.正确地 
理解和运用这个定义的关键是记住 ：“由 

々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^ 5 a 5 = 0^ 

必定推出 kfkf … = k s = 0 . ”这句话等价于向量方程 


^5 线性无关.否 


0 ^ 1 ， a 2 


• • • 


^l a l + *^ ： 2 a 2 + …+ x s a s 


0 
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m 


只有零解. 

向量组线性相关与线性无关还有第四种说法，我们用命题的形 
式叙述出来. 

命题 1.2 ^^内向量组 
要条件是其中存在一个向量能被其余向量线性表示. 

证分两方面证明它. 

必要性由 ^，^，…，^线性相关推断有一个向量能被其余向 
量线性表示. 

因为~，《 2 ，•••，《,线性相关，故存在 一 组不全为零的数 H 


(5>2)线性相关的充分必 




a 


S 


夂，使 


々 I a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a 5 = 0 


设匕关于是 


々 ,•％•= — kiOti — 


— 


— k s a 


— 々!+ i a 


• • • 


• • • 


*+1 


— 1 


k 


k 


k 


k 


t+i 


i-l 


s 


a 


— ^ r a i — 


a 


a 


—a 


i+i 


t—l 




k 


k 




k 


线性表示 


P oti 能被 a : 

充分性 设有某 & 能被 ^ 

线性相关. 


a i-l f a i+l 


O^s 


j 


线性表示，推出 


^1 — 1 9 免 +1 




otua 2 


设 


— 々1% + … + 々卜 A 


+ ^z + i a f + l 


+ …+ k s a s . 


一 1 


移项，得 

々 i a i + …+ ki-'Oti 

于是有 一 组不全为零的数：是1，… tki - i ， ki =— i，ki 

々 l a l + …+ 々，一 lA-i + ki€Li + k 

a s 线性相关. ■ 

推论 如果 F 内向量组^，《 2 ，…， a ,(5>2) 中任一向量都不能 

被其余向量线性表示，则此向量组线性无关. 

单由一个向量 a 组成的向量组线性相关的充分必要条件是有 K 
内非零数々，使 Aa ==0, 而这显然与 

成的向量组线性无关. 


+ (- 1) 


+ k 


+ …+ k s CL s = 0 


a 


f+i a t+i 


-i 


ks 使 


一1， 




+ …+ k s a s = 0 


i + i a i+i 


故 




• • • 


0等价.反之，若 a 关0,则它组 


a = 


给定内向量组 a ， 0, /?，此向量组线性相关.这是因 
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为：取 


灸1 = 0,々 2 = 1,々3 

这是不全为零的一组数.我们有 

k'a + 々 2 • 0 + = 0 


0 




+ 1 # 0™ h 0 # /? — 0* 

从例 1. 4 立刻可以看出 ，一 个向量组中如包含有一个零向量，那 
么它必线性相关. 


a 


a , /?(其中《，/?为任意两个同 


给定 K m 内向量组《 

维数的向量），此向量组线性相关.这是 因为： 取 


k 


1 ,々2 = 1 ,々3 = 0 




1 


这是一组不全为零的数，有 

kiOt + k 2 ( — a ) + k z P = a + ( — a ) 4~ 0 • /? = 0. 

K m 内向量组以,《,/?线性相关.因为其中第1个向量 
能被其余两个向量线性表示 

(^ a ) = k A 

最后再来举一个重要的例子. 

例 1.7 给定尺”中如下72个向量 

q = (1， 0， 0, 


例1 


+ 0 • /?. 


a 


0)， 




e 2 = (0，1，0, 


0)， 


• • • 




e rt = (0， 0， 

称之为数域 尺上 n 维向量空间的《个坐标 向置. 我们来证明 

线性无关.若 


0 , 1 ) 


•争# 


e l 


£ 


n 


々 I e i + 々 2 e 2 + … + ^n e n 


0 






则因为 


々 I e i + 々2 e 2 + … + ^ n £ n — (々1，々 

故必有〜=々；! = 0,因而向量组 Q 


K ) = 0, 

线性无关. 


^2 


e 


• • • 


n 


向量组的秩 




命题 1. 2 从另一个角度刻画了线性相关的向量组的特性.在一 
个向量组中，如果有一个向量可被其余向量线性表示，那么，在一定 
意义下，用其余向量就可以代表它，因而在许多情况下，把这样的向 
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量去掉是无关大局的.为了把这种想法严格地表达清楚，我们先引进 


一个概念. 


定义给定内两个向量组 


( I ) 


A, a 29 

A ， 卢2, 




A 


⑴ 


• • • 


如果向量组00中每一个向量都能被向量组（ I )线性表示，反过来，向 
量组( I )中每个向量也都能被向量组00线性表示，则称向量组( I )和 
向量组( I ) 线性等价. 

例 1.8 给定 iC " 内两个向量组 




( I ) 




⑴ 


则（ I )与00线性等价.这是 因为： 

( i ) 00中每个向量能被 (1) 线性表示 

a = 1 • a + 0 
/? = 0 


+ 1 • 

( ii ) ( i ) 中每个向量也能被 a ) 线性 表示： 

+ 0 •夕；/? = 0 

在上述例子中，（1)实际上是（1)的一^个部分组，是剔除（ I )中的 
“多余”向量所得到的.这个简单的例子说明引入向量组线性等价概 
念的重要意义.因为给定一个向量组，其中很可能包含有“多余”的向 
量.于是，我们自然就想把这些“多余”的向量剔除掉，也就是设法用 
一个与它线性等价的部分组来取代它,而这个部分组中不再包含有 

“多余”的向量.这就是本段落所要解决的问题. 

为说明向量组线性等价概念的基本性质，我们先来证明一个命题. 

命题 1.3 给定内两个向量组 


a 


+ 0 


a 


a 


# 


# 


+ 1 • A. 


a 


a 


# 


(i) 


%, % 


a r 


A ， A ， 

且 ( i ) 中每一个向量戽均能被向量组 （ i ) 线性表示.那么，当向量 y 
可被向量组 a ) 线性表示时，它也就能被向量组( I )线性表示. 

证设 +4/^2+又设 


A 


a) 


• •響 
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A 


+ 々 12 a 2 + …+ 々 lr a r 

尽2 = 々21 a l + 々22 a 2 + ••• + ^2 r a r 


k 




11^1 


9 


= ksi^i + k s2 a 2 + ••• + ksra r . 

以 G ，/ 2 ， …义 分别乘上面的第1，2，…， s 个等式，然后相加起来，得 


=( / a i + 丨 2j^ 2 ) a 2 + 

*=i 

+ ( 自，九） 

线性表 I 


7 = 


• • ■ 


a r 


9 


即 y 可被^ 

向量组线性等价的概念具有下列三条基本性质 


^2 


a r 


• • • 


9 


9 


9 


1) 反 身性： 每个向量组和它自身线性等价； 

2) 对 称性： 如果( I )和( I )线性等价，则00与( I )线性 等价； 

3) 传 递性： 如果（ I )和00线性等价，00和 ( M ) 线性等价，则（ I ) 
和 ( M ) 线性等价. 

性质 1) ，2)是显然的.性质 3) 可由命题 1. 3推 得：因 （ I )中每个 

向量能被00线性表示，00又被( I )线性表示，故00中每个向量能被 

( I )线性表示.反之，按同样理由，（ I )中每个向量也能被( I )线性表 
示，故（ I )与00线性 等价. 

下面给出本段落的主要概念. 

定义 给定尺内向量组 


( I ) 


» a 2 




如果它的一个部分组 


00 




满足如下两个条件： 

G ) 向量组 ( I ) 中每个向量都能被00线性表示； 

( ii ) 向量组00线性无关， 

则称向量组00是向量组 ( I ) 的极 大线性无关部分组. 

显然,上面定义中的向量组（ I )和00是线性等价的.因为： 00 
是（ I ) 的部 分组， a ) 中 每个向量当然 都能被 （ I ) 线性 表示， 而条件 ( i ) 
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又保证了（ I )中每个向量都能被( I )线性表示.所以 ，一 个向量组的极 
大线性无关部分组的实 质是： 从原向量组中挑出一部分来组成一个 
新向量组，使新向量组与原向量组线性等价，从而在一定意义下可用 
新向量组来代表原向量组.另一方面，新向量组线性无关，即其中没 
有“多余”的向量(因为这时其中任一向量都不能被其余向量线性表 
示，因而这些向量互相之间没有依赖关系，是互相“独立”的). 

例 1.9 给定向量组 

= (1，0,0)， 0^2 = (0，1，0)， 

(0,0，1)， a 4 = (1，1，1)， 

^5 = (1 ，1 ，0)， 

则是它的一个极大线性无关部分组.因为： 

G ) 所给向量组能由^1^2 ^3线性表出 


^3 




^1 = 1 • a i + 0 • a 2 + 0 • a 3 


+ 1 • a 2 + 0 # ^3 


= 0 


a 3 = 0 • + 0 • + 1 • ^3 

^4 = ^1 + ^2 + ^3 J 

a 5 = a l + a 2 + 0 • 〜 


( ii ) , a 2 , a 3 线性无关，这从本节例 1. 7 即知. 

请读者自己 验证： 向量组也是它的一个极大线性无关 
部分组.由此可知 ，一 个向量组的极大线性无关部分组不是唯一的. 
于是产生了一个 问题： 同一个向量组的不同的极大线性无关部分组 
中向量的个数是不是总是一样多呢?下面来回答这个问题.先证明几 
个命题. 


命题 1.4 给定内两个向量组 


( I ) 


^1 9 ^2 9 

A ， 卢2, 




A 


⑴ 


■ ■ ■ 


如果向量组（ I )中每个向量都能被 00 线性表示，且则向量组 
( I )线性相关. 

证设 
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a i = a n^i + + …+ 

^ 21^1 + a 22 卢 2 + ••• + a 2 s^s 


a 2 




= a rl /?i + drl^l + ••• + ^rs^s 


a 


分别用 


个等式，然后相加，得 


乘上面第1，2, 


X \ 


9X2 jX 


■ ■響 


r 


s 


/?1+ 2 


/?2+ … + 2 


A 


^ ms^m 






考査齐次线性方程组 


s 


a ml x m = a n Xi + ^ 21^2 + ••• + ^r\X r = 0 




=^12^1 + ^22^2 + … + €L r2 X r = 0 




s 


= UisXi + < 2 25 工 2 + ••• + ^rs^r = 0 




它有 s 个方程， r 个未知量，因为 5< r , 由第一章命题3.2，它在^：内 
必有一组非零解 


是 1 


々2 


K 


工 1 


工 2 


X 








此时有 




=是 A + k 2 ot 2 + ••• + k r a r = 0 


a 


故 A 


线性相关. ■ 

命题 1.5 给定^:”内向量组 


^2 


a 


• ■擊 


r 


Co 


ai. a 


^5 


设它的某 一 个极大线性无关部分组为 


(10 


a 




a 


又有另一个向量组 


A ， 夕2 ， 


A 


(I) 


• •暑 


9 


设它的某一个极大线性无关部分组为 

Uh， …， h 


(r) 
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如果( I )与00线性等价，则 r = l . 

证因为 （ O 与（ I )线性等价，（ I )与（ I )线性等价，00与 or ) 线 

性等价，由线性等价关系的传递性知 ，（ o 与00线性等价. （ o 可被 
00线性表示且 （10 线性无关，由命题 1. 4知 r </. 反过来，00又被 
(10 线性表示 ，（ K ') 也畢线性无关的，故 /< r . 由此即得广=/. I 

推论1 一个向量组的任意两个极大线性无关部分组中包含的 
向量个数相同. 

证在命题 1. 5中，取( I )与( I )为同一向量组即可. ■ 

由推论1，可给出如下重要概念. 

定义 一个向量组的极大线性无关部分组中包含的向量个数称 
为该向量组的秩.全由零向量组成的向量组的秩为零. 

例 1. 9所给的向量组的秩为 3. 

推论2 两个线性等价的向量组的秩相等. 

在本节的最后，我们再来指出一个重要的 事实： 如果检查一下 
上面几个命题的证明过程,不难看出，它们只以命题 1. 1为基础，而 

不依赖于向量的具体坐标表达式.由于这一点，使得我们有可能对 m 
维向量空间的概念从理论上进一步抽象化.我们将在第四章中来做 

这个工作. 

下面来介绍求一个向量组的极大线性无关部分组的筛选法. 
命题 1.6 给定内向量组 


( I ) 




a n 


■ • ■ 


其中对（ I )作如下 筛选： 首先，^保持不动.若可被^线性 

表示,则去掉，否则保留《 2 .继续这一筛选 ，一 般说，若可被前面 

保留下来的向量线性表示，就去掉否则保留经《次筛选后，设 
最后保留下来的向量组是 


⑴ 


则 Cl ) 为 C I ) 的一个极大线性无关部分组. 

证 先证00线性无关.设有 

+ ^2 a i 2 + …+ 々 

若心 ，々 2 ，…， t 不全为 0 ， 设自右至左第一个不为 0 的是九 ，即灸 


= 0 
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々 r =0, 因 七古 0, 故 s>l( 若 s = l ， 则々 1〜= 0,矛 盾). 于是 

+…+々 


• • ■ 


+ k s a { = 0 


5—1 


5-1 


移项后得 


k 


k 


5—1 




k 


k 


s—l 


这说明 '可被前面保留下来的向量线性表示，这与筛选法矛盾.故 
必有 々 l =々2 = w =t = 0, 即（ I )线性无关. 

( I )中不属于00的向量都是筛选中被去掉的向量，即能被00中 
前若干向量线性表示的向量，从而可被( I )线性表示(令其余向量前 
面系数取 0). 

综合上述两方面的论述，即知（ I ) 为 （ I ) 的一个极大线性无关部 


分组 


命题 1. 6表明，如果一个向量组 ai ， a 2 »•••,«, 中至少包含一个非 
零向量(我们可以重排其次序，使非零向量排在最前面），此时其极大 
线性无关部分组必存在，故其秩 >1. 


3. 集合内的等价关系 


设 A 是一个非空的集合.如果在 A 的元素之间定义了一种关 
系，记做 “〜” ，满足如下 条件： 

( i ) 反身性：对任意有 a 〜 a ; 

( ii ) 对称性：若 a 〜则 b 〜 a ; 

( iii ) 传递性： 若 a 〜 b ， 6 〜 c ， 则 a 〜 c ， 

则称此关系为 A 内的一 个等价关系. 

例如，在平面上全体三角形组成的集合中，“相似”是一个等价关 
系.这是 因为： 任一三角形与自己相似(反身 性）； 若相似于 
△ A 及 C ' ,则 △ A W C 相似于/^议：（对称 性）； 若 △ A 5 C 相似于 
AA ' B'C , AA 1 5' C ' 又相似于 △ ,则 AABC 相似于 △ A 〃5" C " 

(传递性).显然，在三角形集合中 ，“ 全等”也是一个等价关系.又例 
如，在整数集合中，“两个数的差是3的倍数”具有上述三条性 质：以 
a ， b，c 表示任意三个整数，则 

( m 为整数），则6 


0 = 0 X 3( 反身性） ia—b = mX 3 
( — m ) X 3(对称性 ）； a — 6 = mX 3 » b — c 
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« X 3, 则 

的集合中，“同解”是一个等价关系. 

与等价关系密切相关的是等价类的概念.确切地说，设 S 是一 
个集合，“〜”是 S 中的任一等价关系， a 为5的任一元素，则把 S 中 
与 a 等价的所有元素构成的子集合称为 a 所在的等 价类. 如果用 a 
表示 a 所在的等价类，即有 


( m + W ) X 3( 传递性).再 例如： n 元线性方程组构成 


a 一 c 




= {sGiSjs 〜 a} 


一个简单的事实是 


a 〜 b 的充分必要条件是 a =b (V G S ). 

我们先说明必要性.设 a 〜则对任一 ses ， 由等价类的定义， 

_ 

而 a 〜由传递性，有 s 〜此即《石,所以 a ^ b . 反之，由等 
价关系的对称性，有6〜 a . 由同样的推理得知.所以 
明充分性.设泛=石，由等价类的定义立即得到 a 〜 b •这 
就完成了上述事实的证明. 

等价关系的重要性在于：对于任一集合 S 中的任一给定的等价 
关系， S 等于所有等价类的并集，而且不同的等价类没有公共元素. 
换句话说， *5 等于所有等价类的无交并.这是因为：* S 显然包含所有 
等价类的并集;而 S 中任一元素都属于它所在的等价类，所以含 
于所有等价类的并集.这就证明了 S 等于所有等价类的并集.再有， 
如果等价类5与5有公共元素则由上面刚刚证明的事实知 , a=c 
b . 这 说明： 如果则5与6必无公共元素. 

数学中的一个重要方 法是： 为了研究某个集合的某一问题，在 
此集合中引入相应的等价关系，然后寻求各等价类中形式最简单、性 
质最好的元素，从而使问题的研究得以简化.例如，本节刚刚引入的线 
性等价是 m 维向量组构成的集合中的一个等价关系(注 意： 此集合中 
的每个元素都是一个向量组，而不是单个的向量).上面定义的“极大 
线性无关部分组”就是相应于这个等价关系的等价类中最简单的元 
素.数学中的这个研究方法将在本书以下各章中反复地得到 体现. 


有 


1 . 再说 








习 


1. 在 K 4 内给定向量 



第二幸向量空间与矩阵 


66 


(1 ，一 1 ， 1 ， 2) ， 
(2,2, 1，3)， 
(0,一1，一1，一1)，/?= (3，1，4， 8) ， 

的线性组合. 

2. 在 K 4 内将向量沒表成向量^ 

(1) “1=(1，1，1，1)， 

(1 ， _ 1，1， _ 1) ， 

(1，2，1，1); 

(2) ai = (l ， l ， 0 ， l )， 

( 1 , 1 , 0 , 0 ), 

/?= (0,0,0,1). 

3. 判断下列向量组是否线性相关 

(1) «i = (1 >3,5 >一 4,0)， 

( 1 ,- 2 , 1 ,- 1 ,- 1 ) 

(2) oti ={ l 9 — 2，3,一4)， 

(1,3, 0,1)， 

(3) 心=(1，2,3,一1)， 

(2, 3, 1,1), 

(5, 5, 2,0)； 

(4) a x = (1 , 一 1，0,0,0)， 

^3 = (0,0，1，一 1，0)， 


(0, 一1 ，1 ，1)， 

(0，1,1，2)， 






0^2 




a 3 


Oti 










将 /? 表成 o [ l 9 a 2 


a 3 ， a 4 


9 


9 


a , 的线性组合 


a 2 f a 3 


9 




(1 ， 1 ， 一 1 ， 一 1) ， 
(1 ， 一 1， 一 1，1)， 


^2 




^3 


^4 






(2, 1,3,1), 

(0, 1，一1，一1) 


^2 




^4 








(1 ，3,2, 一2，1)， 
(1 ， _ 4,1,1, — 1) 
(0,1, —1，1)， 

(0,一7，3，1); 

^2 == ( 3，2，1， 1 ) ， 

(2 ，2，2，一 1) ， 


^2 




这3 


^4 






ot 2 






^4 






a 3 


^4 






a 5 




(0,1 ， 一 1，0,0) ， 
(0,0,0，1，一 1)， 


^2 




^4 




a 5 =( — 1，0,0,0，1). 

4. 证明向量组 q 


^3 与向量组 A+“2， a 2+ a 3， a 3 + “l 线性等 


«2 


9 


价. 


5 •设 七 


<^ s 线性无关，证明 ot \, a l + a 2 


^1+^2 + ### +^ 


«2 


• • ■ 


■ •镰 


9 


9 


9 


9 


9 


线性无关. 


6. 证明： 如果向量组^ 

线性相关，则夕可被向量组 

7. 证明： 一 个线性无关向量组的任一个部分组也线性无关. 

8. 证明： 如果一个向量组有一个部分组线性相关，那么该向量 
组也线性相关. 


^线性无关，而^ 
线性表示. 


/? 


^2 


^2 


O^s 


oti , a 2 


a s 
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m 


9. 给定内向量组 


a i =( 这 11 ，。 12 ， … 9 a ln ) 

a 2 = (^21 >^22 9 ### 9 a 2 n ) 


9 


(^ml 9 ^m2 


a 


a 


■ • • 


9 


m 


从每个向量中去掉第 a 

a m . 证明： 

( 1 ) 若 M ，…， <4 线 性无关，则 q 

(2) 若〜 

10. 给定 1 C 1 内向量组 


维的新向量 


个分量，得到一个 


n — 5 


，龙1 


5 


组 


• • • 


9 


9 


A 也线性 无关; 
线性相关，则/也线性相关 • 




^2 


OL m 


• •鲁 


9 


9 


9 


dm ) 

“2 n ) 


(^11，“ i 2 
(^21 ，“22 


^1 




■ •擊 


9 


9 






■ •籲 


9 


9 


9 


C^ml 9 ^m2 


^mn ) 




參•鲁 


9 




/? = <Jh ， by ， b n ) ， 


对它们的分量做如下 变化： 

(1) 把第纟个分量与第）个分量互换 

(2) 把第/个分量乘以非零常数 

(3) 把第）个分量加上第纟个分量的々倍. 
设经过上述三种变换的任一种后得到新向量组 a [ 


c 


‘，/?’，证 




« _ • 






明 


⑴若 

(2) 若 & 

(3) 若/?能被 


线性无关，则 
线性相关，则4， …，‘ 也线性相关 

线性表示，则 〆 也能被4，4, 


dm 也线性无关 


«2 


， 仃饥 


0^2 


• •參 


9 


9 


9 


^2 


OL m 


♦ ■聲 




9 


9 


<^ 19^2 9 


， a m 


m 


线性表示 


H . 证明： 向量组心 

要条件是，至少有一个 A 可被 ^, a 2 


，〃#())线性相关的充分必 
线性表示. 

12. 求下列向量组的极大线性无关部分组 和秩： 


^2 


a 


s 


1 


• • • 




9 


(1) ^ i —( _ 1，0，1，0， 0)， “2 = (1， 1，1，1， 0)， 

(0, 1，2, 1， 0); 
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(1， 1， 1)， 


(1， 1， 0)， 

(0, 0, 1); 

(3) “1=(2，3，1，1)，“2=(4，6，2，2)， 

(0, 1，2, 1)，《 4 =(0, 一1，一2，一1) 

是向量组^ 


(2) “1=(1，0，0)， 

(0, 1，1)， 


^2 








^4 


a 5 






^3 




的极大线性无关 


13. 证明： 

部分组当且仅当下述两条成立 

1线性无关 


<^s 


A , ， a { 




«2 


(1) 巧 


Oti 


中任一向 


线性相关，其中~为^ 


(2) a { , a ix , a iz 


^2 


^5 


a 


■ ■馨 


• •擊 


， 


9 


， 


9 


， 


UM 


的秩为 r ， 证明其中任意 r 个线性无关的向 


14. 已知七，《 2 

量都构成它的一个极大线性无关部分组. 




• ■ ■ 


9 


9 


是其中 r 个向量，使 


设心，々，…， a s 的秩为 r ， 而 ' 


15 




Oti 


每个 &G = l ，2，*", s ) 都能被它们线性表示，证明' 

a s 的一个极大线性无关部分组. 


叫一是 A 


Oti 


0^2 


16. 证明： 如果向量组 （ I ) 可以由向量组 （ I ) 线性表示，那么 （ I ) 
的秩 <00的秩. 

17. 设七 

可被它们线性表示，证明 

18. 设七 


& K n 内一个向量组，如果 w 维坐标向量 Q 

线性无关. 


^2 


< X n 


• • • 


9 


9 


9 


oti 9 a 2 


^2 


n 


n 


是 K n 内一个向量组，证明 
性无关的充分必要条件是，任 一 个 n 维向量都可被它们线性表示. 

19. 证明一个向量组的任一线性无关部分组都可扩充成它的一 
个极大线性无关部分组. 

20•设七 

们线性等价. 

21 . 设 /?1 = “2 + A + …+ /? 2 =七 + + …+ a r 

… + a r — 1•证明：卢1，沒2,…， A •与 A 

22•设 

« 3 -«!的一个极大线性无关部分组 • 

23. 设 K m 内向量组& 


Ot n 线 


cti 9 a 2 


« 2 ,… ， ot n 




的秩相同，证明它 


ov 与七 


a r 9 ot r+1 


^2 




Ot s 


• ■參 


• • • 


9 


9 






9 




A 的秩相同. 
为 K m 内一个线性无关向量组，试求 ot x — a 2 


^2 


oti 9 a 2 


， 


a 2 — a 3 


， 


Oz >2) 的一个极大线性无关部 


a 




n 


又设《=々+々+〜+%且 

ki ^ i ^ + k 


分组是 a { 


Oti 


Oti 


+ …+ k r a { 


a 
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如果，试求向量组 


a — %， a — a 2 


的一个极大线性无关部分组. 

24. 在 K n 内给定向量组 


= (.an f a i2 


s 


(>• = 1，2, 


s 


• # • 


9 


如果 


I I 〉 I a ij I 9 O 


5) 




a s 线性无关. 

25. 给定数域尺上 〃个非 零的数 


证明 A 


«2 


# « • 


又设 


d \ 9 ^ 2 ， 




鲁## 


71 • 


—+—+…+—#一 1， 


(2i (22 


求中下面向量组的秩 


= (1 + “1 ， 1 
^2 = ( 1，1 + ^2 9 1 


1) 


• • • 


9 


9 


1) 


Vn = (1 


1 ， 1 + 


§2矩阵的秩 


在上一节中，我们在数域 K 上线性方程组和 Kim 维向量空 
间之间建立了联系，并讨论了 m 维向量空间的一些基本概念和性 

质.下面我们把它们再应用到线性方程组理论中去.我们知道，一个 
线性方程组可以用一个矩阵来代表，因此，我们把矩阵当作一个中间 
桥梁.首先把上一节的结果应用于矩阵，然后再把在矩阵中所获得的 
结果应用于线性方程组. 

给定数域尺上一个 mXM 矩阵 


<2 n a 12 


a In 


^21 a 22 


a 2n 


( 1 ) 


A = 






向量空间与矩阵 


它的每一列可以看做是一个 m 维向量，它有 w 个列，组成一^个 m 维 
向量组，我们称之为矩阵 a 的列向量组. 同样,它的每一行可以看做 
一个 w 维向量，它有 m 个行，组成一个 w 维向量组，我们称之为矩阵 

A 的行向量组. 

定义 一 个矩阵 A 的行向量组的秩称为 A 的行秩 ，它的列向量 
组的秩称为 A 的的 列秩. 

设由 （1) 式给出的矩阵 A 的列向量组为(用竖排的 
形式写出），我们可把 A 简单地写成 


A = (a } ，《 2 ，… f a n ) 


当它的行向量组用 A ，沒2,…，沒 m (写成横的一行的形式)表示时，我们 
可以把 A 简单写成 


A 


戸2 


A = 


矩阵 A 的行向量组属于而列向量组属于是两个不同的 
向量空间（当时).但它们的分量却同由 A 的; 7 m 个元素 a tj m 
成.由此可以推断其行向量组与列向量组的秩之间应当存在某种联 
系，但这个联系现在隐藏在一大堆数据(即 A 的; m 2 个元素)后面，我 
们看不清楚.为了让这一较为深入的客观联系显露出来，我们需要对 
A 做简化工作，把复杂的矩阵 A 简化成一个很简单的形式，从而使 
其行向量组与列向量组的秩之间的联系水落石出. 

在第一章§ 3求解一个复杂的线性方程组时，我们使用初等变 
换把它化为简单的阶梯形方程组，后者的解立即可以求出.现在，我 
们也对矩阵使用同样的办法给以简化,使简化后的矩阵其行秩与列 
秩的关系立即可以看出. r 

定义 对数域尺上的 mXn 矩阵 A 的行(列)作如下 变换： 

( i ) 互换两行(列）的 位置； 

( ii ) 把某一行(列)乘以 K 内一个非零常数 c ; 

( iii ) 把第 y 行(列）加 上第/ 行(列)的々倍，这里 々 e 尺且^ J . 
上述三种变换中的每一种都称为矩阵 A 的 初等行(列)变换. 
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如果把矩阵 a 看做某个线性方程组的增广矩阵,那么它的行变 
换与方程组的初等变换一致.但解方程组时不允许做初等列变换，而 
矩阵本身可以做初等列变换. 

注意矩阵的初等行(列)变换都是可逆的.因为： 

1) 如 a 经过互换 / 两行(列)变成矩阵则 b 经互换〗，_ / 两 

行(列)就变回矩阵 A ; 

2) 如 A 第 f 行(列)乘以非零常数(:后变为矩阵则 B 的第 i 
行(列)乘以1八即变回矩阵 

3) 如 A 的第 >行(列)加上第/行(列） 的々 倍后变成矩阵则 
B 的第）行(列)加上第£行(列)的 一 A 倍后即变回矩阵 A . 

由此 可知： 如果矩阵 A 经过若干次初等行、列变换化为矩阵 
WIB 也可经过若干次初等行、列变换化为矩阵克 

在第一章§ 3已 证明： 线性方程组作初等变换时，所得方程组 
与原方程组同解，所以只需解最后的阶梯形方程组，就求得原方程组 
的解.现在我们同样必须证明一个矩阵 Z 作初等行或列变换时，其 
行秩和列秩都保持不变.这样只需讨论化简后的矩阵的行秩、列秩的 
关系就可以知道原矩阵的行秩、列秩的关系了.下面分别证明 A 的 
行秩、列秩在初等行及列变换下都保持不变. 

命题 2.1 矩阵 A 的行秩在初等行变换下保持 不变; 矩阵 A 的 
列秩在初等列变换下也保持不变. 

证 只证行秩在初等行变换下不变，列秩的证法相同，不必重 


复 


设 A 的行向量组为 A 

( i ) 互换 A 的 D 两行相当于把力 

调换一下位置,所得新向量组显然与原向量组线性 等价； 

( ii ) 把 A 的第 f 行乘以所得新矩阵的行向量组为 a 




• •參 


中％与 a 7 两向量 




^2 


因为 


cot 


(cai) , (ca t ) = c 


故新向量组与原向量组能互相线性表示，即线性 等价； 

( iii ) 把 A 的第 >行加上第 f 行的々倍后，所得新矩阵的行向量 
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组为 


cxj + ka { 




(凡未写出的都与原来相同).因为 

(Xj = + ka { ) + (— 々）•％ 

O) + ka { ) = aj k 

故新向量组与原向量组能互相线性表示，即线性等价. 

根据命题 1. 5的推论2,线性等价的向量组的秩相同，故矩阵 A 
经过一次初等行变换后其行秩不变.那么，经过任何次初等行变换后 
行秩也不会变化. ■ 

在进一步讨论之前，先介绍一个概念.把矩阵 A 的行与列互换 
之后，得到一个 ziXm 矩阵 




a ll a 2 l 


^ m \ 


“12 a 22 


a m2 


A 


^\n ^2n 


A ' 称为矩阵 A 的转置 矩阵. 在本书中，我们固定用 A ' 表示矩阵 A 的 
转置矩阵,下面不再重复说明.注意中元素的下角标不再代表它 
所在的位置. 

例如，设 


—1 0 


A = 


0 


4 


0 1-10 


则其转置矩阵为 


0 


0 4 


A 


0 


0 


因为矩阵 A 的行向量组变成 W 的列向量组，所以 A 的行秩等 
于的列秩.同样, A 的列向量组变成 A ' 的行向量组，所以 A 的列 
秩等于的行秩. 
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矩阵 A 的行秩在初等列变换下保持不变;矩阵 A 的 
列秩在初等行变换下也保持不变. 

证分两步证明. 

1) 先证 d 的列秩在初等行变换下保持不变.设 A 的列向量组 

A 为列向量组的一个极 
大线性无关部分组.假定 A 经初等行变换后所得新矩阵的列向量组 


命题2 


，& ，其列秩为 r . 不妨设^ 


为 






• # • 


# • • 


为“…，义，我们只要证 M ，…，是它的一个极大线性无关 


部分组就可以了. 

( i ) 先证 a [ ,«2 ,••• ,«r 线性无关•以 

矩阵凡因 A 

程组只有 零解; 另一方面，以 
为 B 由 A 的前 r 列组成，对 A 作行变换也就对 B 作同样的行变换， 
即私是 B 经初等行变换得到.由第一章命题 3. 1,以艮为系数矩阵 
的齐次线性方程组和以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组同解，因而 


〜为列向量排成一 
a r 线性无关，故以5为系数矩阵的齐次线性方 




• # • 




# « # 


为列向量排成矩阵私，因 


(X r 


也只有零解.故 ai ，¥，•••，/线性无关. 

( ii ) 再证任一 ¥可被 


线性表示.为此，考查以^ 

线性表示 




a , 为列向量组的矩阵5•因~可被 a lf a 
故以 5 为增广矩阵的线性方程组 有解; 另一方面，以4 ，•••，〆 
为列向量组的矩阵瓦可由云经初等行变换得到.由第一章命题 


(X r 


«2 




2 


0U 


3. 1 ，以艮 为增广矩阵的线性方程组和以 B 为增广矩阵的线性方程 

组同解，因而也是有解的.这说明可被 

2) 现在证 A 的行秩在初等列变换下不变.为此考查 A r . A 的列 
向量组是 A 的行向量组，对 A 做初等列变换等价于对 W 做初等行 
变换.这可图示如下(设 A 经初等列变换后化为 5) : 

列变换 


a r 线性表示 


• • # 


A 


B 


行变换 


B 


A 


根据1)，4的列秩在初等行变换下不变.于是我 们有： A 的行秩= 

的列秩=及的列秩= 5的行秩.这说明 A 的行秩在初等列变换下 


不变 
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推论 设 A 是数域尺上的 mX W 矩阵， A 经若干次初等行变换 
化为矩阵凡设 A 的列向量组是 


5的列向量组是< 


cti 9 a 2 


(Xn 


a 2 


• •鲁 


我们有如下结论 
( i ) 如果' 


參 


\是 A 的列向量组的一个极大线性无关部 
是5的列向量组的一个极大线性无关部分组. 


(Xi 


分组，则 
而且，当 


# # _ 


々 l a “ + + …+ K a i 




时，有 a ; = k ' a [ +々 2 a : H - Ykrdi 

丄 乙 

( ii ) 如果 < ，< 


4 是 B 的列向量的一个极大线性无关部分 

r 

1是 A 的列向量组的一个极大线性无关部分组.而 


组，则 

且，当 


a 




= 是 l a : + 是 2 a : + …+ K a， t 


证命题 2. 2证明的第 1) 部分就是此推论的第1个结论.由于 
初等变换是可逆的，故 B 也可经若干次初等行变换化为 A , 于是本 
推论的第2个结论也成立. | 

综合命题 2. 1和 2. 2,矩阵 A 的行秩在行和列的初等变换下都 
保持不变，其列秩也有同样的性质.我们来看一看，同时对 A 做行和 
列的初等变换能把它变成什么样子. 

如果一个 mXn 矩阵其所有元素都是0,则称为 零矩阵 ，记做 0. 
显然，零矩阵的行秩=列秩 = 0. 下面设 A 关 0. 

1) 在矩阵 A 中,如果 


# 


0,我们就在矩阵中找一个不为零的 
元素，设为％.先对换1两行,再对换1 ,) 两列,这就把调换到第 
1行第1列的位置上.所以我们总可以假定 a „ 弇 0. 

2) 若 a n 关0,利用初等行变换把 A 变成如下形状 


dll 




^11 


12 


0 ^22 


b 2 


• _ • 


A 


0 办 m2 ••• b m 

然后再利用初等列变换把 A 进一步变为 



0 b 


办 23 


办 2 


• • • 


22 


A 


[_ 0办 m 2 办 m 3 •• •办 mn 」 

如此继续对右下角的 （ 一 1) X (7! — 1) 矩阵重复上述步骤. 

经过连续施行上述初等行、列变换之后，矩阵 A 可变成下列三 
种阶梯形之一 


(«<Cm 时） 

上述三种阶梯形矩阵称为 A 的标 准形. 设标准形中1的个数为 r , 则 
标准形的行秩和列秩都是 r . 这是 因为： 它的前 r 个行向量即为其行 
向量组的极大线性无关部 分组; 它的前 r 个列向量也是其列向量组 
的极大线性无关部分组. 

由命题 2. 1和 2. 2 , A 的行秩等于其标准形的行 ft , A 的列秩等 
于其标准形的列秩，而标准形的行秩和列秩相等.由此，我们得到如 
下一个重要 结论： 

命题 2. 3 矩阵的行秩等于列秩. 

定义 一 个矩阵 A 的行秩或列秩称为该矩阵的秩，记做 rU ). 
因此, rU ) 既是 A 的行向量组的极大线性无关部分组中向量的 
个数，也是 A 的列向量组的极大线性无关部分组中向量的个数.从 
命题 2. 1和 2. 2可以得到矩阵秩的如下计算 方法： 利用初等行变换 
或列变换把它化为阶梯形(不必化为标准形），容易看出，阶梯形矩阵 
的秩就等于其阶梯数.如果要求向量组的秩，可以把它按横的方式排 


时 ) 


( n = 时) 



« • • 
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o 


• # « 


o 


1 


o 
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成一个矩阵，也可按竖的方式排成一个矩阵，然后计算矩阵的秩就可 


以了 


12.1 求 K 5 内下面向量组 的秩： 

(1，一1,0，1,1)， a 2 =(2,-2,0,2,2)， 
(1,1，1,0,0)， 






(2,0,1，1，1乂 

把它们作为行排成 4 X 5 矩阵，再用初等变换将矩阵化为阶 




a 4 








梯形 


1 一 1 0 11 

2-2 022 

1 10 0 

0 111 


1—1 0 
0 0 0 0 0 


1 - 1-1 


0 


1 


0 




1 


0 




1 - 1 


0 




0 0 
0 0 


0 0 
0 0 

最后阶梯形矩阵的秩为2,故原矩阵秩为2,因而向量组的秩也是 2. 
如果再使用列初等变换，最后的阶梯矩阵又可以进一步化为如下标 


0 


0 


准形 


1 0 0 0 0 
0 10 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


它包含两个1，秩为 2. 

例 2. 2求 A ： 4 内下面向量组的极大线性无关部分组 

(2,0, 1,1)， 

(1 ， _ 1，0,0)， 


(-1，一1，一1，一1)， 

( 0 ,- 2 ,- 1 ,- 1 ). 

在本例中要求的是极大线性无关部分组,而不只是秩.我们 
采用如下办法：把这向量组作为行排成一个矩阵，同时把该向量的 
希腊字母写在它的右方 


«1 












a 4 






0 1 1 

— 1 -l-i-i 

1-1 o o 

0 - 2-1 






A = 


a 3 
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然后对上面的矩阵做行初等变换(现在不能做列初等变换了），在这 
过程中右边的用希腊字母标出的向量也跟着变.这样，在变换过程 

中，每个行向量永远等于右边用希腊字母表示的向量. 

1 — 1 0 0 ^3 

0 1 1 A 

—1 — 1 — 1 — 1 a 2 

0 — 2—1 


0 0 

0 2 1 \ €t x — 2a 3 

0 — 2 — 1 — 1 ^2 a s 

0 — 2 — 1—1 




A 


—1 a 4 


a 4 


1—1 0 0 




0 2 11 _ 2^3 
0 0 0 0 — a 3 

0 0 0 0 — 2a 3 + ^4 

矩阵化成阶梯形后，可看出其秩为2,故原向量组的秩为2,其极大线 
性无关部分组向量个数为 2. 另一个方面，最后两个行向量为零，这 


表示 


a l + ^2 — a 3 = 0 


— 2^3 + a 4 = 0 


从这两个向量方程解出两个向量 


a 3 = a l + a 2 ; a 4 


+ 2 a 




于是整个向量组可被线性表示，因而原向量组与 a ly a 2 线性等 
价.已知其秩为2,那么 ^, a 2 的秩也是2,因而它线性无关.这说明 

a 2 即为原向量组的一个极大线性无关部分组. 

数域尺上一个 mXw 矩阵 A 可经初等行变换化为阶梯形矩阵 
B . 容易看出，如果 B 的每个阶梯最左边不为0的数所在列分别设为 

a ； ，它就是 B 的列向量组的一个极大线性无关部分组，再 




a, .a 


由命题 2. 2的推论即得 A 的列向量组的一个极大线性无关部分组. 


例 2. 3求 K 4 内下列向量组的一个极大线性无关部分组 

(1, - 1, - 2,4); 
a 4 = ( — 3，一 1，3,4); 

( 一 2 ，1 ，7，1). 


(1,1, 4, 2)； 

a 3 = (0,2,6 ， 一 2); 

a 5 = ( — 1，0， 一 4， 一 7) 

把它们作为列向量排成 4 X 6 矩阵再对 A 作初等行变 
换(不能作列变换)化为阶梯形矩阵5: 
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110-3 


1 —2 


1 


1 


0 —3-1 






2-1 0 1| 行 |0 2 

4 —2 6 3 -4 7 
2 4 —2 4 -7 1 


1 


2 一 2 — 1 








A — 


=B 


00 0 3—1 


0 0 0 0 0 0 


B 的列向量组的一个极大线性无关部分组是第1，2,4个列向量，故 
A 的列向量组^ 


a 6 的一个极大线性无关部分组是^ 


， a 4 ， a 5 


« 2，《 4 


上面所介绍的，是求一个向量组的极大线性无关部分组的一般 


性方法 


下面来介绍向量组的极大线性无关部分组和秩(也就是矩阵的 
秩)的理论在化学中的一种应用. 

例 2. 4 考査氨水氧化为二氧化氮的化学反应，反应式为 

4 NH 3 + 50 2 == 4 NO + 6 H 2 0, 

4 NH 3 + 30 2 = 2N2 + 6 H 2 0 9 

4 NH 3 + 6 NO — 5 N 2 + 6 H 2 0, 

2 NO + O2 = 2NO2 ， 


2 NO 


N 2 + o 2 ， 




N 2 + 20 2 — 2 N 0 2 . 

在化学中要求出描述此系统所需的最少独立化学反应式. 

设在上述反应中各种物质的相对分子质量 M r 为 
M r ( NH 3 )： Xj , M t (0 2 ) 

M r ( H 2 0)： x 4 , M r ( N 2 ) 

那么，从上面化学反应式可得 




M r ( NO ) 

Af r ( N 0 2 ): 办 


X 2 f 


工 3 ， 


工5, 


4工1 + 5 x 2 — 4工 3 — 6工 


= 0 


4 


Axi + 3工 


— 6工4 — 2^5 

+ 6 工3 — 6 工4 一 5 工5 

x 2 + 2 x 
x 2 + 2 x 


= 0 


Ax 


= 0 


2工6 == 0 


= 0 


工5 


+ 工5 — 2:6 = 0 


2 x 


本题的任务不是要求解上面的齐次线性方程组，而是要弄清该 
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方程组中哪些方程是独立的，哪些方程可由其他方程作整系数线性 
组合得出.可由其余方程线性组合得出的方程认为是多余的，可以去 
掉.现在写出上面齐次线性方程组的系数矩阵，并设该矩阵的行向量 

组(每个行向量代表一个方程，亦即代表一个化学反应式)为^ 

现在问题是要求它的一个极大线性无关部分组，并将其 
余向量用它们线性表示.按例 2. 2办法 计算： 

5 — 4 


，« 2 , 


a 3 ,a^^a SJ a s 




0 


0 

0 a 2 
0 ^3 




- 2 


0 — 6 


4 


6 


4 


0 




0 


0 


0 —2 


0 - 1 


0 — 1 


0 a s 


1 —2 « 6 


0 


0 


0 


5 - 4 


0 


0 

0 0^2 — 




0 — 2 


0 — 2 


4 


0 一 5 10 


0 — 5 


0 


a 


^3 — 


0 —2 « 4 


0 


0 


0 — 1 


0 — 1 


0 a 5 


0 


1 — 2 


0 


5 - 4 


0 


0 




0 - 2 


0 


0 




0 — 2 


4 0 — 2 


0 a 2 — 

0 ct 3 — 

0 a s 


a 


0 — 5 10 


0 — 5 


0 - 1 


0 _ 1 


1 — 2 a 6 


0 


0 


0 


4 5 — 4 


0 


0 

— 2 a 4 

— 4 — A + 2^4 

— 〜+ 




0 


0 


0 


0 — 2 


0 0 


0 0 20 


0 — 5 — 10 


a 


4 


— 2 a 5 + a 4 

2 a e — 2« 4 


0-1 


0 0 


4 


0 0-4 


0 
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0 


0 


4 5-4 




0 — 2 ^4 


0 


0 


— 2 ^5 H~ a 4 


0 — 1 


0 0 


4 


+ a 2 — 2^5 
0 — + ^3 — 5^5 

0 —汶 4 + 0： 5 + 戊 6 


0 


0 


0 0 


0 


0 


— a 


0 0 


0 


0 


0 


0 


0 0 


0 


0 


a 6 是它的一个极大线性无关部 


现在 知道： 原矩阵秩为3，^ 


^5 


分组，且 


a s + a e ^ 


0^2 — Ctj 十 2 ^ 


^3 =: ^1 H " 5 ^ 


^4 




应式都能被它们表示出来. 


_ 


习 


1. 计算下列矩阵的秩 


1-1 


0 


0 2 


0 




( 1 ) 


0 — 1 — 1 1 1 


10 1-1 


14 12 6 8 2 


1 


0 




2—24—20 


6 104 21 9 17 


( 2 ) 


(3) 


6—1 


6 3 4 1 


0 


35 30 15 20 5 

10 10 0 


0 0 
10 0 14 


0 10 2 5 

(4) 0 0 1 3 6 

1 2 3 14 32 


110 0 0 
( 5 ) 0 1 1 0 0 

0 0 110 


鲁 


5 6 32 77 

2. 求下面向量组的极大线性无关部分组和秩 

(1) (6 >4,1, —1，2)， 

(1，4, 一 9, 一 16, 22) 


0 10 11 


(1 ，0,2,3, 一 4) ， 
(7，1，0,一1，3); 


^2 




^3 


^4 






9 



§2 矩阵的秩 


81 


(2) 心 = (1， 一 1，2,4)， 

(3,0,7，14)， 

(2,1, 5, 6). 

3. 求数域尺上下列 3 X 4 矩阵的秩 


(0,3,1,2), 

(1 ， _ 1，2,0)， 


^2 




A 


^4 






a 5 




A 


A 


A 


2 






1 10 — 6 1 

4 . 设 A 是数域尺上的 n 阶方程.若 A 的元素至少有 n 2 -n + l 

个零，证明 A 的秩 rU )<；2, 并求 rG 4) 的最大可能值. 

5. 设为数域尺上的 mXw 矩阵. 

(1) 若以 A 〜5表示 A 可以经过行、列的初等变换化为5,证明 
是 mXn 矩阵的集合中的等价关系. 

(2) 若以 A 〜5表示 Z 可以经过列的初等变换化为5,证明〜 
是等价关系，并且 r ( A )= m 时 A 可单用初等列变换化为如下形式 




0 


0 


0 


其中右侧的0为 mX (72 — m ) 零矩阵. 

(3) 若以 A 〜5表示 A 可以经过初等行变换化为5,证明〜也 
是等价关系，并且 ir ( A ) 时 A 可单用初等行变换化为如下形式 


0 


0 


0 


其中下面的0为 (w — n ) y , n 零矩阵 
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6. 如果单用初等行变换把矩阵 A 化为阶梯形矩阵 F ， 证明 
rG 4) 等于 F 中不为零的行向量的数目（即 F 的阶梯数). 

7. 求 72 X /2 矩阵 


行 


0 


J 行 


0 


列 


列 


的秩(空白处的元素均为零) 

8. nXn 


1 0 


0 


■ •參 




■ •籲 


110 


0 


0 11 


0 


0 


0 1 1 


• _ • 


• _ • 


• •攀 


的秩(空白处的元素均为 0). 

9. 给定数域 K 上 mXn 矩阵矩阵5,把它们并排放在 
一起得 wX ( n + s ) 矩阵 C = ( AB ). 证明 

max ( r ( A ) , r (5)] < r ( C ) < r ( i 4) + r ( B ). 

10. 给定数域尺上两个 mX ；2 矩阵 


bi 


b 




a U a U 


a 


• • _ 


In 


11 


n 


△2 i b 


b 2 


^21 a 22 


^ 2 n 


• ■馨 


22 


n 


A = 


B = 


bm\ b m 2 


b m 


Q^m\ ^m2 


a 


• ■譬 


mn 


n 


令 
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^ii + b 

a l\ H~ ^21 a 22 + b 


“12 + 办12 


^ln + b 


_ • • 


11 


In 


H ~ ^2n 


22 


c = 


_ a m i + b 


dm 2 + b 


a 


ml 


m2 


证明： r ( CXr ( A )+ rCB ). 

11. 设数域尺上 mXn 矩阵 A 经初等行变换变为矩阵以〜， 

和 A ， 的，… ，沭分 别代表的列向量组.证明：若对 K 

内某一组数 U 2 ，…乂有 


Oin 


^2 


+ h a 2 + ••• + k n a n = 0 


那么 


々1沒1 +々2沒2 +…+ k n ^ n = 0. 

12. 设 A 是数域 K 上一个 mX W 矩阵，从中任取 s 行，得一 5 X 

矩阵凡证明 


n 


rCB) >r ⑷ + 

13•设 A 是数域尺上一个 mXn 矩阵，且 rU ) = 0 或 1. 证明存 
在尺内的数 “1，“2,…， ‘；乂，6 2 , … ，乂，使 


s — m 


a x b n 


^ 2^1 ^ 2^2 


• ■ _ 


A = 




^mbn 


• •參 


§3 线性方程组的理论课题 


前面通过研究数域尺上的线性方程组引进了代数学上的两个 
新的研究 对象： 数域尺上的 m 维向量空间尺"*和尺上的 mXn 矩 

阵.到目前为止，我们仅对它们作了 一些初步的探讨,获得一些初步 
的知识.但是仅仅利用这点尚属粗浅的知识，我们已经可以对第一章 
§3所提出的线性方程组的三个理论问题给出完满的解答.这说明 
我们所进入的这个新领域确实使我们的知识在理论上大大前进了一 


步. 


我们已经知道，数域尺上一个含 n 个未知量 


和 


m 


Xi ^ X 2 j 


m m m 


jX n 
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个方程的线性方程组等价于 iT 1 内的一个向量方程 


工 l ff l + 工 2 ff 2 + …+ ^n a n = /^* 


t 是尺上一个72元有序数组，从 
而是尺”中的一个向量7= ( k lf k 2 r -, k n ) ，我们称它为方程组(或上 
述向量方程)的一个 解向量 .引入这一概念，就进一步把我们的讨论 
纳入尺上向量空间的轨道中了. 

下面我们先来讨论数域尺上的齐次线性方程组.前面已指出 
它是线性方程组理论的核心，解决了它，其他部分即可迎刃而解. 


它的一组解 Xi = kiyX 2 = k 2 


X 


9 


i . 齐次线性方程组的基础解系 


考査数域 k 上的齐次线性方程组 


“11 工 1 + “12 工 2 + …+ a ln^n = 0 
汉 21 工 1 + “22 工 2 + …+ ^2n^n = 0 


( 1 ) 


I a 饥 2 工2 I ••• I “ 


= o 


x 


它等价于内的向量方程 


工 l tf l + 尤 2 七 + …+ ^n a n = 0 


其中 A 


^为 （1) 的系数矩阵 A 的列向量组. 

齐次线性方程组 ( 1 ) 的解具有如下 性质： 

1) 如果(々1，々2,… ， kn ) ，”2= (/l ，/2,…，4)是方程组 (1) 的两 

个解向量，则 


^2 




9 


9 


9 


+ 72 = ( 是 1 + Zl ，々2 + ,2 


k n + In ) 


m m m 


也是方程组 (l) 的解 向量； 

2) 如果 7=( U 2 , …， D 是方程组 （1) 的一个解向量，则对 K 
内任意数I有 


krj = (kk ly kk 2 j 999 jkk n ) 


也是方程组 (1) 的解向量. 

这两条性质只要直接代入向量方程进行验证就可以了.例如对 
性质1)，有 


+ k 2 a 2 + — + k n a n = 0 

l \ a \ + h a 2 + …+ / 


= 0 
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两式相加得 


( 々 1 + + ( 々 2 + , 2) a 2 + …+ ( 是 ” + lrt) a n 

这表明 V1 + V2 也是方程组 (1) 的解向量.性质 2) 请读者自己验证. 

从上面两条性质立即 推出：设力 ,仏，…,7,是方程组 （1) 的一组 
解向量，那么，对 K 内任意一组数 U 2 , …，心，线性组合 krVi + h % 
+…+々/%仍为方程组 （1) 的一个解向量.由此立即产生如下的问 
题: 有没有可能找出方程组 (1) 的一个解向量组,它们中没有“多余” 
的向量(即线性无关），而由它们作所有可能的线性组合，就能得出方 
程组 (1) 的全部解向量呢？为了从理论上严格说清这个问题,我们来 
引进一个新的概念. 

定义齐次线性方程组 (1) 的一组解向量化，％ 


0 




， 


Vs 如果满足 


• •鲁 


如下条件 


Vs 线性无关 


( i ) 7 i ,72 

( ii ) 方程组 (1) 的任一解向量都可被％，72,…，7,线性表示， 


• •擊 


那么，就称％，％，…，7,是齐次线性方程组 (1) 的一个基础 解系. 

如果能找出方程组 （1) 的一个基础解系，就等于找到全部解向 
量，那么方程组 (1) 有多少解，解与解之间的关系这两个理论问题就 
完满地解决了.这样，探讨齐次线性方程组的理论课题就归结为讨论 
它的基础解系了. 

应当 指出： 如果齐次线性方程组 (1) 只有零解，那么它就没有基 
础解系.但为着叙述上的方便，我们说这样的齐次线性方程组的基础 
解系包含零个向量. 

为了研究方程组 (1) 的基础解系，先需要一个简单的命题. 

命题 3. 1如果向量组 gi ，0^ 

线性表示，则表示法是唯一的. 

证设 P 有两种表示法 


^线性无关，而向量^可被它 


P— k\ a \ + 々 2 a 2 + …+ 々 

+ li a 2 +•••+/ 


a 


J~5 


S^S ， 




则有 


( 々 1 — l\) a \ + (^2 — 乙 ) 戊 2 + …+ ( 々 J — ls) a s = 0 

线性无关，故必有 


因为 


^2 
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々1 一 1 \ = ^2 一 I ! 


k s — I 


0 


• • • - 




5 


即两个表示法相同. ■ 

齐次线性方程组 a ) 的系数矩阵为 




a n a u 


n 


a 21 a 22 


<^ln 


A = 


a 


^ml ^m2 


mn 


定理 3.1 数域尺上的齐次线性方程组 (1) 的基础解系存在，且 

任一基础解系中解向量个数为 
数矩阵 A 的秩 rG 4) 

证因为方程组 (1) 的任意两个基础解系（如果有的话)是互相 

线性等价的，因而秩相等.它们又是线性无关的，秩即等于其向量个 

数，故任意两个基础解系中包含相同数目的向量.因此，我们只要找 

出一个基础解系，其中包含个向量，定理就得证了. 

如果 r ( A ) = r = w ， 即 A 的 

列向量组线性无关，则方程组 (1) 只有零解，其基础解系包含 


其中 n 为未知量个数，而 r 为系 


n — r 


泰 


设矩阵 A 的列向量组为& 


^2 


OLn 




0 


n — r = n — n 




个向量，定理 成立. 

下面设 r < n . 为了叙述简明，不妨设~ 

组的一个极大线性无关部分组.把方程组 CD 写成向量形式 


•为 A 的列向量 


^2 


9 


( 2 ) 


x x a x + x 2 a 2 + …+ x n a n = 0 

均能被^1^2 


线性表示，按命题1.3,它们 

线性表示.再由命题 3. 1,表示法 
一组 K 内数值 


因为 〜 +1 


4+2， • 


0 ^ r 


a 


• ■馨 


， 


， 


， 


n 


的任一线性组合也能被 A 
是唯一的.因此，任给 


a r 


^2 


Ir +1 ， 

工 r+l = 灸 r+1 ， ^r+2 = 々 


X 


n 


= k 


X 


r+2 ， 


n 9 


n 


贝 ! l 因 #= — dia r+1 + … + A rt a rt ) 能唯一地表成心 
合，所以存在尺内唯一的一组数々!，…， t 使 


的线性组 


^2 


0 L r 


y 


々 1 戊 1 + …+ k r a r + 々 r+1 a r+1 + …+ k n a n 


0 . 




这说明 


任取一组数值，都可唯一确定 
的一组值，从而得到方程组 (1) 的一组解； 


( i ) 方程 (2) 中未知量 


工 r +1 


X 


n 


未知量 


工1 


X 
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处取的值相同 


( ii ) 方程组的两组解化，7 2 ,如它们在 


工 r+l 


X 


n 


k n )i 




( 


Vi 


* 


* 




，…， 


f 


，& r +1 ， 




( 


72 


* 


* 




• •鲁 


， ••* ， 


(其中星号 * 表示该处数值无需具体标出），则 % = V 2. 

称为方程组的自 由未知量. 如果让这 n - r 个 

自由未知量中某一个取值1，其余取值零，就得到方程组 (1) 的一组 

解向量.这样一共可得 n — r 个解 向量： 


未知量 


工 r+1 




n 


1，0,…， 0) ， 
0，1，…， 0) ， 


( 


Vi 


* 


* 




• _ • 

， 


9 


V 2 = ( 


* 


* 


• •鲁 


(3) 


0 ,… , 0 , 1 ). 

7— 是方程组 (1) 的一个基础解系. 

线性无关•因（利用 （3) 式） 




* 


* 


我们来证明 71 ，％ 

( i ) 先证，亨2， 

々 l7l + + …+ kn-rVn—r = ( 


• _ • 


• • _ 


， k n 一 r) = 0 


ki^k 


* 


* 


• _ _ 


故 


k \= k 2 = … =k 
线性无关. 


0 




n 一 r 


按定义知 n 

( ii ) 设7=(々1，… ， U r + r " 人)为方程组 (1) 的任一组解，命 


• •鲁 


7’ = 々 r + l 7 l + 々 r +2々2 + …+ 

， ^r+1 9 ^r+2 9 


D ， 


关 


* 


9 


处取相同的值，按 


V 也是方程组 （1) 的一组解，它与7在 
前面的说明从而 


工 r+1 


X 


n 


V = K+lVl + k r+2 ^2 + …+ k n %-” 

综合 ( i ),( ii ) 即知，％，•••，7—是方程组 （1) 的一个基础解系， 

个向量 .I 

这个定理的证明过程实质上指出了求方程组 (1) 的基础解系的 
具体 办法： 只要设法找到方程组的某一组自由未知量，由它们可以 
唯一确定其他未知量的值，那么，轮流让某个自由未知量取值1，其 
余取值0,确定出方程组的一个解向量，这样得到方程组的一组解向 
量，它们就是一个基础解系.定理 3. 1又 指明： 不管这组自由未知量 
如何选法，其中未知量的数目都是 

定理 3. 1有一个明显然而重要的推论. 


它恰好包含 


72 — r 


个 


n 一 r 
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推论 如果齐次线性方程组系数矩阵 A 的秩 r 等于未知量个 
数〜则它只有 零解; 而如果它必有非零解.或者说，齐次线性 
方程组有非零解的充分必要条件是其系数矩阵的秩 r 小于 

请读者注意：求方程组 (1) 的基础解系时，自由未知量值的选取 
必须遵循上面说的法则，否则求出的解向量组未必就是基础解系. 


n 


2. 基础解系的求法 


根据上一段落所说的，我们只要找到齐次线性方程组 (1) 的 
个自由未知量，就可以获得它的基础解系.在第一章§ 3 中我们已经 
知道可以利用矩阵消元法来寻找方程组的自由未知量，所以矩阵消 
元法也就可以用来求齐次线性方程组的基础解系.具体说，如果我们 
通过初等行变换把齐次线性方程组的系数矩阵(因为常数项为零，不 
必考虑增广矩阵)化为阶梯形，那么，阶梯形中阶梯的个数 r 即为系 
数矩阵的秩 r ( A ). 把每个阶梯左角处对应的未知量保留在方程组左 

端，其余《 — r 个未知量移到右端，此时，右端 n — r •个未知量任取一 
组值,都可以唯一决定左端 r 个未知量的值.所以，右端 n - r 个未知 
量就是一组自由未知量(注意自由未知量的选取并不是唯一的). 

例 3. 1 求数域 K 内齐次线性方程组 


工1 + 


3工4 工5 == 0 


X 2 


X 2 + 2^3 — 

4工 1 一 2工2 + 6工3 + 3工4 — 4^5 = 0 

2工1 + 4工2 — 2工3 + 4工4 _ 7工5 = 0 


= 0 


工1 — 


工4 


的一个基础解系. 


把系数矩阵化为阶梯形 

1 0-3-1 


fi 




1 1 0 一 3 — 1 

0 2 - 2-2 
0 0 0 3 —1 

0 0 0 0 0 

5 — 3 = 2 个向量.写出阶梯形 


0 




4 — 2 6 3 一 4 
-2 4 - 2 4 -7 

现在 r ( A ) = 3 ， 基础解系中应有 
矩阵对应的方 程组： 


n 一 r 
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Xi + x 2 


— 3工4 —工5 = 0 

2 x 2 — 2^3 — 2^4 —工5 = 0 


3工 4 — x 5 = 0 


移项，得 


X \ H - X2 — 3工 

2工2 — 2工4 = 2工3 +工 5 

3工4 = 


工5 


4 


工5 


现在 


是自由未知量. 

( i ) 取 • r 3 = l ， > r 5 = 0, 得一个解向量 

Vi = (- 1，1，1，0,0乂 

0，: c 5 = l ，得另一个解向量 


工3，工5 


( ii ) 取 


工3 




0,亡，1 


V 2 = 


n 即为方程组的一个基础解系，方程组的全部解可表示为 

是 l 7 l +是2々2， 


其中々 i ，々2为数域尺内任意数. 

例 3. 2求数域 K 内齐次线性方程组 


工2 —工3 + 工4 —工5 = 0 

工3 + 2工 4 —工5 = 0 


X X + 


X X + 


+ 3x 4 — 2x 5 = 0 

+ 6工4 3工5 0 


工2 


2x x + 2x 


的一个基础解系. 


先做矩阵消元法 




0 1 


0 


2 






0 


0 1 




0 3—2 


0 3-2 


0 6—3 


0 6 — 3 


2 


0 


12—1 


0 




0 1 


0 1 


1 








11-1 


0 1 


0 0 0 0 0 




0 2-22 


0 0 0 0 
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2 


0 




0 1 




0 0 0 0 


0 0 0 0 0 


5 — 3 = 2 个向量.写出阶梯形 


G 4) = 3，故基础解系中应包含 
矩阵的对应方程组 


r 




n — r 


+ 工 3 +2:4 — 工 5 = 0 
工2 —工3 +工4 _ 尤5 = 0 

工5 = 0 


工1 


移项，得 


_ 2 x 4 


工1 


nn —— ■ nr^ 

工5 — 工3 


工3 工4 


工2 $5 一 

工5 =0 


为自由未知量. 

(0 取 >2：3 = 1， T 4 = 0, 得一 ■■个 解向量 

Vi = (- 1,1, 1,0,0). 

1，得另一个解向量 

▽2=( — 2，一 1，0，1， 0). 

于是 Vl ， V 2 为方程组的一个基础解系.方程组的全部解可表为 

々 l 7 l +々272， 


工3,工4 


( ii ) 取工3 = 0 




工4 


其中心，々2为数域尺内任 意数. 


3. 线性方程组的一般理论 


现在来讨论数域尺上的一般线性方程组 


“ii 工 1 + a 12 <r 2 + …+ a ln x n = bi 

a 21 xi + a 22 «x 2 + ••• + a 2n x n = b 2 


( 4 ) 


^ml^l + ^m2^2 I •“ I ^mn^n b m 


其系数矩阵和增广矩阵分别是 



线性方程组的理论课題 91 


b 


a ll a l2 


a ll a 12 




<^\n 


a 2n ^2 


^21 a 22 


a 2n 


a 2\ a 2Z 


A = 


A = 


b m 


a mZ 


f^m\ ^mZ 


a 


a 


# _ ■ 


在本节中，我们将从理论上对方程组 （4) 的解的情况进行详细的研 


究 


首先来给出方程组 (4) 有解或无解的判别定理.我们先证明一个 

简单的事实. 

命题 3. 2 给定 P 中一个线性无关向量组若添加 
向量^后，向量组 






a 


线性表示. 


线性相关，则卢可被 a x , a 2 

证 此时存在 K 内不全为零的数々^々2,々，使 


a 


• • • 


9 


9 


n 


々 i a i + 々 2 a 2 + …+ k n a n + = 0 

若々 = 0,则 々 lO ： 1 +々 2 o : 2 + …+々 fl a „ = 0• 已知七 

必 k \= k Z = w = k n = Q . 这与假设々1，… yk n yk 不全为0矛盾•故 k^O 


a n 线性无关，故 


^2 


• • • 


9 


9 


于是 




k 


k 




— ^ r a i — ~ r a z — 


—a 




參■參 


k 


k 


k 


定理 3. 2( 判别定理） 数域 K 上线性方程组 (4) 有解的充分必 
要条件是其系数矩阵4与增广矩阵 A 的秩相等，即 rU )= r ( A ). 

证 设增广矩阵 I 的列向量组为 A 
为系数矩阵 A 的列向量组.此时方程组 (4) 等价于内的向 


卢.其中0^ 


a n 


«2, 


^2 


• • • 


9 


9 


9 


a 


n 


量方程 


x x a x + x 2 a 2 + -• + oc n a n = /?. 


必要性 方程组 (4) 有解表示/?可被化 

而可被它的一个极大线性无关部分组 ' ，《, 2 
明％ 

r (^4) =r=r (A). 

充分性设 a ; 

分组.若^不能被 


线性表示，从 
' 线性表示，这表 
a n 9 /3 的极大线性无关部分组，于是 




Ot n 


9 


^也是^ 


^2 


Oti 


• • • 


9 


9 


9 


的 一 个极大线性无关部 
线性表示，则由命题 3. 2知下列向量 


洱-是 a lf a 2 


Cti 


• •籲 


9 


9 


叫 ，， Oti 


，洱 
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组 


/? 


( I ) 


a ： .a 




，卢显然可由 （ i ) 线性表示，这表明 （ i ) 


线性无关，而向 量组化 

是它的一个极大线性无关部分组，于是 r (^4)= r + l 〉 r = rC 4) ，与假 
设 r ( A )= r ( A ) 矛盾•故/?必可被 


a 


n 


~线性表示，从而可被^， 
线性表示（其余向量前面系数取0)，而这表明线性方程组 


on 




Ot n 


(4) 有解 


下面我们在方程组 (4) 有解的假定下，讨论它的解的结构.设给 
定 (4) 的两个解向量 


^1 =(々1，々2,…，々”）， 7 2 = (7 i ，/ 2 ，"•，/”）• 


这表示 


+ k 2 a 2 + — + k n a n = /?, 


l \ a \ + ,2 a 2 + …+ ln a n = P 


两式相减，得 


(^1 — + (^2 _ D a 2 + …+ ( 々 ” 一 ^n) a n = 0. 

把方程组 (4) 的常数项换成0后所得的齐次线性方程组在内的 
表达式为 


+ x 2 a z + ••- + x n a n = 0 


上面式子表明 7,-72 是这个齐次线性方程组的一个解向量. 

把方程组 (4) 的常数项通通换成0,得到与之对应的一个齐次线 


性方程组 


an 工 1 + ^12^2 + ••• + a u x n = 0 

a l\ x \ 以 22 工 2 + ••• + ^2n^n = 0 


(5) 


a m \X X + a mZ x 2 + ••• + 


= 0 


a^x 


n 


方程组 (5) 称为方程组 (4) 的 导出方程组. 方程组 (4) 与 (5) 的解之间 

有如下 关系： 

1) 方程组 (4) 的两个解向量 A 与7 2 之差 rj =7 x -7 2 是方程组 
(5) 的一个解向量.这在上面已经阐述 过了； 

2) 设7。 = (“1，“2 


) 是线性方程组 (4) 的一个解向量，而7= 


yCL 


•參# 


R 
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(心，々 2 ，…，是方程组 (5) 的一个解向量，那么7。+ 7是方程组 （4) 
的一个解向量.这是因为由 


^i a i + a 2 a 2 + …+ a n a n = /? 
々 i a i + 々 2 a 2 + …+ k n a n 


0 




两式相加得 


(A + ki)a x -f- (a 2 + 々 2) a 2 + ••• + (a„ + k n }a n = /?. 

从上面两条简单的性质可以知道，如果给定方程组 (4) 的某一个 
解向量那么，对于方程组⑷的任一个解向量 hr — 6 = 7是方程 
组 (5) 的一个解向量，故7可表示为 


7 


7。+ 7. 

反之，7。加上方程组 (5) 的任一解向量7就得到方程组 (4) 的一个解 

向量.如果设方程组 (5) 的一个基础解系为 H 
(5) 的全部解可用下式表出 




则方程组 


Vn 


• • • 


—r 9 


々 l7l + 々 2 々 2 + …+ kft-rVn-r. 

从而方程组 (4) 的全部解可表示为 

7 = ' + 々 l7l + 々 2 々 2 + …+ ^n-r 7 ! 

其中 U 2 ,…人 -r 可取数域尺内任意数. 

在 (6) 式中，若有两向量相等： 

7。+ 々 l 7 l + …+ ^ n-rV 


( 6 ) 


' + + …+ In - rVn - r ， 

则有 (々 l _ / l )7 l + …+ (^«-r — /«- r )7«- r = 0. 因基础解系线性无关，故 
必有 kl=l 




n — r 




In 一 




• 參 « 


n — r 


定理 3. 3在 rG 4)= rU ) 的条件下，有 
G ) 如果 rU )= W ， 则方程组 (4) 有唯一解 


( ii ) 如果 r ( A )</2, 则方程组 （4) 有无穷多组解，其全部解可由 
某一特殊解％和它的导出方程组 (5) 的一个基础解系用 （6) 式表示. 

线性无关， 

A 线性表示的表法是唯一的（命题 


证 （ i ) 如果 r ( yl )=?2, 则 A 的列向量组 

A 的最后一列^被 a 1 
3.1)，故方程组 (4) 的解唯一. 

( ii ) 如果 rG 4)<；2, 则齐次线性方程组 （5) 有基础解系，其正确 

性已在前面讨论中获知/ | 


«1 ，汉 2 , 




• • • 
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至此,第一章§ 3 开头所提出的关于线性方程组解的三个理论 
问题全部获得解决. 

根据定理 3. 3, 求方程组 (4) 的全部解可由下列两部分工作组 


成 


1) 求方程组 (4) 的某一特解 7 

2) 求导出方程组 (5) 的一个基础解系. 

最后，代入公式 (6) 即得方程组 (4) 的全部解.而这两部分工作可用矩 
阵消元法同时进行. 

例 3.3 求数域尺上线性方程组 


0 9 


+ x 4 — x 5 = 1 


工1 — 工2 


+ 工 3 


2 , 


2x 


— 工 5 




3Xi — X Z — 工 3— 工 4 — 工 5 = 0 


的全部解. 


写出方程组的增广矩阵，对它做初等行变换化为阶梯形 


1 


1 


0 






A = 2 0 


0-12 


1 一 1 0 


1 




1 


1 


0 






1 


0 


0 




0 2—1 


2 


— 4 




1 


0 




1 - 2 


0 


0 


0 


0 


写出对应的方程组 


+ sc 4 — sc 5 = 1 

2 工 2 +工 3 — 2 工 4 +工 5 = 0 

2 工 3 +2 工 4 — 工 5 = 3 


X l — x z 


这方程组与原方程组同解，因此，只要求它的全部解就可以了.移项， 


得 
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=1 —SC 4 + 工 5 , 

乙 4 5 

2 ^ 3 = 3 —2sc 4 + x s 


X X — x 2 


2x 2 + x z 




G ) 先求一个特解 A . 这只要取 


= 0即可，故有 


工4 =工5 


3 3 


y . 


0 , 0 








4 


4 


( ii ) 再求它的导出方程组的基础解系.这只要把方程组的常数 
项换成零，得 


=— 工 4 +工 5 , 

2工4 —工5 

2 x z =— 2工 4 + 工 5 


X X — x 2 


2^2 + X Z 




为自由未知量. 


工4，工5 


丄 A 


取 


1，工5 = 0 得: 


， — 1 , 1 , 0 

1丄0 

^ 9 ^ 9 9 


Vi = 




J：4 


X4 =: 0 


1 得 


Vz = 


工 5 




4 


4 


故原方程组的全部解为 

_ A A 


1 3 


7 = 


Q ，0 + 々 


-1,1,0 


4 


4 


1 丄 0 


+ k 


4 


4 


其中 h ，々 2 可取 尺内任 意数. 


习 


1. 求数域 K 上下列齐次线性方程组的一个基础解系，并用它 
表出方程组的全 部解： 


工1+工2+工3+工4+工5 = 0 


3工1 + 2工2+工3+工 4 — 3工 5 = 0, 

工2 + 2工 3 + 2工 4 + 6工 5 = 0, 
5工1 + 4工2 + 3工 3 + 3工4 — ^5 = 0. 


( 1 ) 
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— 2^2 + 尤3+ ^4 — 工5 = 0 

2 a ： i + x 2 — 


X 


工 5 = 0 

• 2 ^+ 7x z — 5^3 — 5^4 + 5^5 = 0 

3工 1— x 2 — 2 x z + 工 4 —工 5 = 0 

工1 一 2 x z + x z — 工 4 + 工 5 = 0, 

2工1+工2 —工 3 + 2工 4 — 3工5 = 0, 

3 工厂 2工2—工3+工 4 — 2工5 = 0, 


工 3 — X A — 


( 2 ) 


(3) 


2x x — 5 工 2 + 工 3 一 2 工 4 + 2 工 5 = 0 

2x 1 + 6x z — 工 3 + 5 工 4 = 0, 

3a：!— x 2 + 2x z — 7 jo 4 = 0, 

4 工 1+ x 2 — 3x 3 -\-6x^ = 0j 

x x — 2 x z + 4x 3 — 7 jo 4 = 0. 

工 3 + 工 4 = 0 ， 

— 7 工 2+ 3 工 3+ ^4 —Of 

X X +3x 2 

— 2 工 2+ 3 工 3 — 4^4 = 0. 

2^ ： i+ x 2 一 x 3 — ： r 4 + 工 5 = 0 

工 2+ ^3 + 00 A — 2x^0 

3 工 1 + 3 工 2 — 3 工 3 — 3 工 4 + 4 工 5 = 0 


(4) 


工2 — 


(5) 


- 3工4 = 0 


工1 


x x — 


( 6 ) 


4工1 + 5工2 — 5工 3 — 5工4 + 7工5 = 0 


2. 证明： 与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系 


3. 如果一个齐次线性方程组的系数矩阵 A 的秩为 r ， 证明： 方 
程组的任意《— r 个线性无关的解向量都是它的一个基础解系. 

4. 设给定 F 内 S +1 个向量 


s ) 


a in ) (/ = 1，2, 


o^i = idiu a i2 


參 « • 


•參# 


^ = (^1 ，办 2 ， 

证明： 如果齐次线性方程组 




_ «參 


9 


鲁 


“11工1 + ^12^2 + ••• + ^1 

^ 21^1 + ^ 22^2 + — + a 2n ^n = 0 


= 0 


n^n 


a s iX 1 + ^ 5 2^2 + …+ 


= 0 




n 
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的解全是方程 


bix x + b z x z + — + b n x n = 0 

线性表示. 


的解，那么，/?可以被 A 

5. 给定数 域尺上 两个齐次线性方程组 


a s 




9 


^ 11^1 + ^ 12^2 + ••• + d\nX n = 0 

^ 21^1 + ^ 22-^2 + ••• + dlnXn = 0 


+ CLmZOOz + …+ 

厶11工1 +办12工2 + ••• +厶1 

△21 工1 + 办22工2 + …+ b 2 n X n = 0 


= 0 


U 


n 


= 0 


n^n 


b sl x x + b s2 x 2 + … + b m x n = 0 

如果它们系数矩阵的秩都<〃/2,证明这两个方程组必有公共非零 


9 


解 


6. 判断数域尺上齐次线性方程组 


工2 +工3 +…+工” 


0 




+ ^3 + -• + X n 


0 


工1 




工1 +工2 +工3 +…+ 


= 0 


工 n -1 


有无非零解(其中第〗个方程缺 

7. 证明一个齐次线性方程组的任一个线性无关解向量组都可 
扩充成它的一个基础解系. 

8. 求数域尺上下列线性方程组的一个特解％和导出方程组的 
一个基础解系，然后用它们表出方程组的全部解： 


2 x x — 2工2+ 工3 _ 工4+ 工5= 1 

x x + 2 x z — 工 3 + x A — 2 jo 5 = 1 

4a：! — 1 0x 2 + 5x 3 — 5^4 + 7x 5 = 1 


( 1 ) 


2 xi — 14 工 2 + 7工3 — 7工 4 + 11 工 


_ 1 
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+ 17^4 = 4 

6工1+ 3工2 + 3工 3 + 8工 4 = 4 

(2)^3工1+ 6工2 + 6工 3 + 13工 4 = 2 


9工1 + 12工 


2 


工1+ 6工2 + 2工3 + 9工4 ^ 0 

6工1+ 5工2 —工3+ 7^4 = 3 


9. 证明： 如果 7 i ，72, … ，切是 线性方程组的&个解，那么 々 i 7 i + 

々 2 々 2 + …+々办(其中是 1 +是 2 +…+也= 1 )也是一个解 

10. 在什么条件下《个平面 

A{X -f- B^y -|- C{Z -|- D{ = 0 (/ = 1 ， 2 ， 

( A , y B { y C { y D { G K ) 

通过同一点？在什么条件下它们通过同一直线？ 

11. 给定数 域尺上 的线性方程组 


n) 


參» _ 


an 工 1 + a 12 x 2 + ••• + a ln x n = b 

d 2 \OOi + ^ 22^2 + … + CL Zn X n = b 2 


1 


b n 


a nl^l + ^nl^l + ••• + 


江 nn 工 n 




令 


b 


a ll a 12 


a In 


a n a n 


a 


In 


a Zn 


a 21 a 22 


a 2l a ZZ 


^2 n 


A = 


B = 


b 


a n\ a nZ 


a 


nn 


n 


Q^n\ ^nZ 


a 


nn 


b\ b 2 


bn 0 


• • • 


证明： 若 rG 4)= rCB ), 则方程组有解. 

12. 给定数域尺上的线性方程组 


<2工2 + …+ 

ax l + ax 2 + ••- + bx n - x + 


+ bx n = b \ 


ax 


71 — 1 


h 


ax 




n 


bx x + ax z + ― + 


I o^oc n b n 


似 „— i 


试对 a ’ bRbuH 讨论方程组何时有解？有解时有多少组解? 

13. 设 A 是数域尺上的线性方程组的一个特解， 7 l ，7 2 


9 Vs 是 


•參# 
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其导出方程组的一个基础解系.令 

y \ = 7。+ 7l， ^2 = ^0 H - V 2 

证明：线性方程组的任一解7可表成 

7 = k 0 7 0 + 々义+…+々乂 


7 


7。+ Vs 




其中々(>+& +… +^ = 1. 

14. 给定数域 K 上一个非齐次线性方程组，如果它的系数矩阵 
和增广矩阵的秩都是 r ， 其未知量个数为； 2. 证明此线性方程组存在 
一 r +1 个线性无关解向量 


n 


…，一 


使方程组的任一解向量都可被上面向量组线性表示. 

15. 在平面直角坐标系下给定点 A { a \ ,<2 2 ) » B ( bi ， b 2 ) ， C(ci , c 2 ) 

(1) 证明 A ，5， c 三点不共线的充要条件是下列矩阵 


^2 


A = b , b 2 1 


Cl c z 


的秩等于 3 

(2) 若 A ,5, C 三点不共线,化,心,均为有理数.证明 
^± AyB , C 三点的圆周的圆心坐标也是有理数. 

16. 给定实数域上齐次线性方程组 




Ari + ^2 12 尤 2 + …+ 七 

^21^1 + Ar 2 + — + a 2 n -\ X n ^ l + a ln x n = 0 


十 ^In^n 0 




+ Ar n = 0 , 

其中％=—％(当£关 y 时).若已知上面齐次线性方程组在复数域内 
有非零解，证明 A =0. 


a n ix 1 + a n 2 x 2 + …+ a 


一 \ ^n — 1 


nn 


§ 4 矩阵的运算 


为了使线性空间与矩阵的研究深入一步，现在把这两方面我们 
已有的知识作一番比较.首先，我们把这两种新研究对象看做两类集 
合.数域 K 上的 m 维向量空间为如下 集合： 



量空间与矩阵 


100 


= { ( 屮 ， a 2 ， … ,a m ) \ ^ K 

数域 K 上全体 mXw 矩阵组成的集合在本书中将记为 


= 1，2， 


• •鲁 


^11 a \2 


^21 a 2Z 


mo 


dij G K 




a m2 


<^ m \ 


关于 K w , 我们知道其中元素有加法运算,又知道 K 中的数与的 
向量可作数乘运算，而且这两种运算满足八条运算法则.因此已 

经成为一个完整的代数学的研究对象.而矩阵，我们只知道它是由 
mn 个数所组成的长方表格.在§ 2我们把中向量组的秩的概念 
应用于 mXw 矩阵，使矩阵有了秩的概念.除此之外，我们没有其他 
知识.因此，矩阵目前的内涵还比较贫乏.我们知道 ，一 个集合要成为 
代数学的研究对象，其元素必须有某些运算，运算又要满足某些运算 
法则(就像数有加、乘两种运算并满足§ 1所指出的九条法则一样). 
所以，为了使矩阵真正进入代数学的研究领域，我们同样必须在矩阵 
间引进某些运算，并确定这些运算所应满足的运算法则. 


1. 矩阵的加法和数乘 


数域 iC 上的一个 mXn 矩阵，是由 K 上 mn 个数按一定次序排 
列而成的，从这个意义上说，它与向量实际上是相通的，它可以看做 
K 上一个维向量(但由于矩阵有其另外的重要意义，我们把它写 
成 m 行 w 列的长方形表格，不写成一行 mw 列或 mw 行 一 列的形 
状).由此立刻可以看出，向量空间的两种运算实咿上也适用于矩阵. 

下面给出严格的定义. 

定义 给定数域尺上两个 WX / Z 矩阵 




b 


b \2 


a n a i 2 


• • • 


li 


h 


办 21 办 22 


^21 a ZZ 


• •鲁 


B = 


A = 


々 ml b m 2 


brnn 


^ m 2 


m m m 


它们的加法定义为 
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^ 11+^11 ^ 12+^12 
^ 21+^21 ^ 22+^22 






A+B = 


<^ mi + b ml a m 2 -^ b m 


+ 办 m 


对任意々€尺，々与 A 的数乘定义为 


ka n ka l2 

ka 2i ka 22 


ka l 


m m m 


ka 2 


m m m 


kA = 


k (^ m \ 


ka 


• • _ 


mn 


读者应当 注意： 只有既同行数又同列数的矩阵才能相加.另外, 
两个矩阵相等是指它们的元素完全相同. 

不难看出，矩阵的加法和数乘本质上与向量的加法和数乘是一 
样的.实际上，一个 w 维向量可以当作一个 lXn 矩阵(如果它写成横 
排方式)或 nX \ 矩阵(如果它写成竖列方式).由于这个原因，本章命 
题 1. 1所列举的向量加法、数乘运算的八条性质对矩阵的加法和数 
乘运算也完全适用，只要把那里的向量《，换成矩阵就 
可以了.在这里，零矩阵(元素全为零的矩阵)代替了零向量的地位， 
而 A 的“负矩阵” 


— <*11 — <*12 


— A 


— a 2 i — a 2 2 


一 <^2 n 


一 A = 


^ml ^m2 


代替了那里的“负向量”的 地位. 同样，把 A + ( — 5) 写成5,称为 

矩阵的减法运算. 

矩阵的加法与数乘在生产实践中有广泛的应用.下面举一个简 


单的实例 


例 4. 1某企业下属三个工厂生产同样五种产品 

.该企业根据市场销售情况，安排三种不同的生产 

计划，其一适用于夏季六、七、八月，规定此三个月共64个工作日每 

天各厂各生产如下数量 产品： 
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A 


A! 


A 2 


B 


11 


13 


B 


4 


0 


B 


B 


15 


0 


B 


0 


14 


4 


又规定十、十一、十二月份共 63 个工作日每天各厂各生产如下数量 


的产 


口口 


A 


A 


A 


B 


0 


B 


4 


B 


11 


15 


B 


12 


18 


0 


B 


22 


0 


其余月份共 128 个工作日每天各厂各生产如下数量的产品 




Az 






上面三个 5 X 3 矩阵分别代表该企业各工厂在这三个生产计划下每 

天各类产品的生产数量.于是全年各工厂的各类产品的产量为 

2 5 0 

7 9 4 


11 13 7 


7 8 4 
4 6 3 


3 4 0 


64 5 7 21+ 63111 15 51 + 1281 8 9 0 

8 15 0 

-0 14 4 


12 18 0 
0 22 5 


10 16 0 
0 19 6 


1726 2171 960 

1145 1591 636 

2037 2545 443 

2548 4142 0 

0 4714 1339 




泰 
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矩阵的乘法运算 


參 


上面介绍了矩阵与向量的相似之处.但矩阵与向量又有重大的 

不同点,那就是某些矩阵之间存在乘法运算(再一次提请读者注意， 
在向量空间中，向量和向量之间没有乘法运算). 

矩阵的乘法是从线性方程组的研究中自然产生出来的.给定数 
域 K 上的线性方程组 


“11 工1+“12工2 +… 

^ 21^1 +“ 22 工 2 H - \-a 2 nX n =b 2 


dmiX l J ra m2 x 2 -\ - \-a 


bm 


X 




在第一章里，我们用增广矩阵代表这个方程组.现在，我们要把这个 
方程组用另一种形式表示出来.为此，考查如下两个矩阵 


^11 a \l 


^1 


工1 


^21 ^22 


a 2n 


工 2 


x= 


A = 


^ m 2 


a 


ml 


这就是方程组的系数矩阵 A 和未知量所组成的 WX 1 矩阵兄我们 
规定 A 与 X 的“乘法” 如下： 


^11 a 12 


^1 


工1 


^21 ^22 


<^2n 工 2 


AX = 


<^ml 

+ a 12< r 2 + … + 屮 

a l\ X \ + ^ 22^2 + ••• + ^2n^n 


a 


ml 


X 


ml^l + ^ m 2^2 + … + 




其法 则是： 左边矩阵的行和右边矩阵的列对应元素相乘再相加.乘 
得的结果是一个 mXl 矩阵(上面用虚线在矩阵中标出左边的行与 
右边的列对应相乘的位置关系).显然，乘积矩阵自上而下的第1,2, 

个元素恰好是方程组的第1，2，…， m 个方程的左端.如果再引 


• • • 


9 








第二幸向量空间与矩阵 


104 


入如下的 mXl 矩阵 


b 2 


B = 


m 


那么，方程组可用如下矩阵方程表示 


^11 a l2 


^1 


工1 


n 


b 


^21 ^22 


a 2n x 2 


^m2 


a 


ml 


n 


m 


或用抽象的记号，写成 


AX = B * 

这样，方程组的系数(用矩阵 a 代表)和未知量(用矩阵 x 代表)及常 
数项(用矩阵丑代表)这三者之间的互相制约关系就借助于上面引 
入的矩阵乘法运算清楚地表达出来了. 

现在线性方程组一共有了三种新表现方式： （ i ) 用其增广矩阵 
A 表示； （ ii ) 用向量方程表示； （ iii ) 用矩阵方程表示.这三种表现形 
式各有各的用处，读者都应当熟悉.现在将线性方程组表成 AX = B ， 
它在形式上很像初等代数中的一元一次方程式 
程式的解为 

程 AX = B 也可以类似地解出. 

给定数域尺上的线性方程组 


b . 一元一次方 
-^(^#0). 下面将会看到，在一定条件下，矩阵方 




ax 


x = a 


+ 工4 —工5 = 1， 

—工5 = 2， 
3工1 — X 2 —工3 — 工4 —工5 = 0, 


工1 —工2 


+ JT 


2x 


那么，可以把它表示成如下矩阵方程式 


工1 


1 


1 一 1 I \ x 2 
0 — 1 


0 




0 


工3 


1 _ 1 


— 1 


0 


X A 
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但是，矩阵有着更广泛的意义和应用领域，并不一定要跟线性方 
程组联系在一起(例 4. 1中的矩阵就与方程组无关).当所研究的矩 
阵不再与方程组相关时，右边矩阵 X 就不再代表未知量，而可以是 
数域尺内的任意一组数了.因此,我们可以把矩阵乘积中的 X 
换成数域 K 上的矩阵 


b 


b 2 


B = 


b 


(这里的 5 是 nXl 矩阵，不是上面方程组常数项组成的 mXl 矩 
阵），那么，应当有 


a ll a 12 


^1 


1 


b 2 


dll ^22 


a 2n 


AB = 




a n^i "f" a 12 ^ 2 + ••• + a ln b n 

a 2l^l "f" ^22^2 + ••• + ^2nb n 


<^m\b\ + d m 2 b 2 + … + dnmb 


现在乘积矩阵是一个 mXl 的数值矩阵. 

例 4. 3 作下面的矩阵乘法 

— 10 10 


一 1 + 0 + 0+0 
2 — 1 + 0+1 
0 + 0 + 0+0 
0 — 1 + 0+0 
1 + 0 + 0 + 1 

如果用和号表示上面引进的矩阵运算，就是 


—1 


2 10 1 


— 1 


0 0 10 


0 






擎 


0 


0 10 0 


— 1 


10 0 1 




在一般情况下，当两个矩阵相乘时,右边的矩阵不止一列，而是 
有 S 列时，乘法的法 则是： 把左边矩阵 A 分别乘右边矩阵的每一列 
(按上面所述法则），然后把所得的 s 个列矩阵依次排列，即得乘积矩 
阵.我们把它表述成如下的 

定义 给定数域 K 上的 Xw 矩阵4和矩阵 

b u b 

b 


bi 


a ll a 12 


^1 


• _ • 


12 


bt 


^21 a 22 




• • • 


22 


A = 


B = 


bn\ b n 2 


bns 


^ml ^m2 


a 


• • • 


定义 A 与 5 的乘法如下 


办 12 


bi 


b 


a n a u 




• •馨 


li 


厶 2i b 


厶 2 


a l\ a 22 


^2n 


• •鲁 


22 


AB = 


办 nl b n 2 


bns 


^ml ^m2 


a 


• • _ 




Y , a lk b ks 


k2 


Xi a 2kbk\ 、'/^山 




• • • 


k2 


= c 


k = l 




戊 mkb 


• • • 


k2 


ks 


上面所定义的矩阵乘法有如下三个 要点： 

1) 左边矩阵 a 的列数必须等于右边矩阵 b 的行数才能相乘 
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A 


A- 

A 


6 


VI ” v i ”vi 


1 2 
Au 6 




2n 


a. 


1 2 
a a 


• •• 
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2) 乘积矩阵的行数等于左边矩阵的行数，其列数则等于右边矩 


阵的列数 


3) 乘法的法则是左边矩阵的第 f 行和右边矩阵的第 j 列的对应 
元素相乘再相加，就得到乘积矩阵 C 的第 z 行）列元素^即 


Cij ^ikPkj* 

k=l 

如果把 A 的第 f 行， B 的第 > 列单独抽出来，就可以写成 


i > 


b 


2 j 


〉 : ^ik^kj = (^>) 


(a n a i2 ••- a in ) 


这里£ = 1，2, 


1 ， 2,…， s 




• • • 


U . A 作矩阵乘法 


1 


0 


1 


10 0 






10 10 
0 110 
1111 


2 


2 


0 


—1 


10 0 
1 2 0 

为了进一步揭示矩阵乘法的实质，现在再回到线性方程组来.前 
面已将线性方程组左端写成 AX . 如设矩阵 A 的列向量组为^,« 2 , 

那么，按§ 1的分析，线性方程组左端又可以写成向量组 
的线性组合，即 


_ 1 


0 


0 




n 


AX = x x a x + x 2 a z + …+ x n a n 


现在把 X 换成定义中右边矩阵 B 的第） 个列向量，那么乘积矩阵 C 
的第 j 个列向量为 




c ij 


b 2j 


C 2j 


A 


〜 a l + ^2 j a 2 + … + 6 






b 


于是我们得到下面的命题. 

命题 4. 1设 A 是数域 A ： 上的 m X w 矩阵,其列向量组记为«! 

又设5是数域 K 上的 wX 5 矩阵•令 C = AB ， 贝 ！ J C 的第 


Ot 2 j 
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个列向量是以5的第 > 列元素为系数作 A 的列向量组^ 
的线性组合所得的 m 维向量. 

如果写 A = (~， 




«”） ，那么 


«2, 


K 


b 2j 


bij 


A 


= (a 


b 


= + b 2j OL 2 + … + b nj a 


上面的式子是从形式上把 A 看做 IX ，矩阵”(其元素为向量^ 

不是数，故只具有矩阵的形式,而不是真正的矩阵），然后按前 
面叙述的矩阵乘法的法则作形式上的乘法，也得出相同的正确结果. 

如果把5的行向量组记为 A ，…, A (写成横排形式），那么乘 
积矩阵 C 的第 Z 个行向量为 






A 


(Ci 


a in ) 


c is ) = ia 


^ i 2 


a i2 


• •禱 


• •鑄 


il t 


9 


9 




+ a i2^2 + + ^in^n 


即乘积矩阵的第〗个行向量是用左边矩阵 A 的第/行元素为系数作 
右边矩阵5的行向量组的线性组合所得的 S 维向量. 


3. 矩阵乘法的几何意义 


前面我们借助线性方程组的结构引入矩阵乘法.这种新运算在 
形式上较为复杂,但它实际上有直观的、深刻的几何背景. 

给定数域 K 上的 mXw 矩阵 


^11 a U 


a 2l a 22 


A = 




<^ml 


考查向量空间 iC 1 到 F 的映射 A 如下： 对任意 


4 矩阵的运算 109 


工1 


工2 


X = 


e k 


x 


将 X 看做 wXl 矩阵，定义 

取定中坐标向量 


0 


0 


Xj = 1 


0 


0 


我们有 


0 


a \\ a \l 


^1 


^1 


0 


a 21 a 22 


^2n 


a 


f A (Xj) = 


0 


<^ml 


a 


ml 


nj 


0 


即/ 〆 足)是 A 的第 i 个列向量. 

如果另有尺上 mX W 矩阵那么耒的第）个列向 
t = f Al ( Xj ) = f A ( Xj ) = A 的第 j •个列向量，这里 _;•= 1 , 2 ， 

得 A ： =A. 这说明映射 A 反过来又唯一地决定了矩阵 A 

现在给定尺上 nXs 矩阵 


由此 


• • • 


72 . 


b 


b \ 


• • • 


11 


12 


办 21 厶 22 


i>2s 


• • • 


B = 


Kl 


bns 


• • • 


nl 
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考査向量空间的如下映射图 


fs __ f A 


K 


K m 


K 


设义8=0=(化)•根据映射乘法,对任意 xer , 我们有 


\ bnXi 


X : bzi 工 I 


(AAKX) = f A (f B (X)) = f A 


^jbniXi 


2 ^ u 2 bfaxi 2( 2 如 〜) 


Xi 


]^2k ^jbfgXi 2( ^J a 2k^kl) 


Xl 


^mk ^mkbkl ) 


Xl 


S 


C \ l^l 




CilXi 


= fcOO 


S 


Cml 工 l 


也就是 f A fB = fc = fAB . 这说明，矩阵 A 与矩阵 5 的乘积实际上就是 

映射 A 与映射 A 的乘积.这就使形式上复杂的矩阵乘法得到了几 
何上直观的解释了. 


矩阵的运算 111 


矩阵乘法的基本性质 




命题 4. 2数域尺上的矩阵运算满足如下运算法则： 

G ) 乘法满足结 合律： A ( BC ) = ( AB ) C f 

( ii ) 分 配律： G 4+5) C = AC + BC ， 

A ( B -\- C )= AB-\-ACi 

( iii ) 对尺内的任一数 A , 有 々045) = 0^4)5=406); 

( iv ) ( A+BY = A f +5', (kAY = kA f 9 (ABY = B ' A !. 

证首先来证明结合律成立.设 A 是 mXn 矩阵，5是 nXr 矩 
阵 ， C 是 rX 5 矩阵.考查如下向量空间映射图 

f c f B f A 

K s 一 K r 一 K n — K m 

根据第一章命题 1. 2,我们有厶 (/ B / c ) = (/ a / W / c ， 于是 /acbo = 
f aSBC ~ ff bS c ) = 由上一 '段 的分析，我 

们有 ACBC ) = ( AB ) C . 

性质 ( ii ) 与 ( iii ) 请读者自行证明. 

最后证明性质 （ iv ). { A-{-By = A ' B ' ,(々 A )' 显然成立. 
现设 ( ai) mXn ，B = (6 v ) rtX ,， 此时 ( AB )' 的 t •行列元素为 AB 的 j 
行 £ 列元素 


k=l 

而的 t •行 y 列元素为及的£行(即5的/列）元素与的 y 列 
(即 a 的行)对应元素相乘再 连加： 

n n 

j ^ki^jk ^jkf^ki • 

ife=l k=\ 

比较上面两个式子即知 ( A 5 V = B ' A ! (读者必须注意,一般情况下 

前面已指出：给定数域 K ： 上 mXn 矩阵 A , 我们得到向量空间 
尺”到 F 的映射/+从命题 4. 2,我们推知映射 A 具有下列两条性 


M ： 


(1) 对任意有 

f A (X + Y) = A(X + Y) = AX + AY = f A (X) + f A (Y). 
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(2) 对任意及任意尺，有 

f A ( kX )= ACkX ) = kCAX ) = kf A { X ). 

由此知，对任意 XuXw …， X s 6 K n 及任意 kuh ，…， k s eK ， 有 

fA^k^Xi + 是 2 又 2 + …+ k s X s ) 

= kif a (, Xi ) + + …+ k s f a { Xs ), 

这就是说，映射 A 保持尺”和 F 内加法、数乘的对应关系.这一点 
将在第四章作深入的讨论. 

上面性质 ( i ) , ( ii ) , ( iii ) 与数的乘法所满足的运算法则类似.但 

读者必须特别注意矩阵乘法和数的乘法有两个根本不 同点： 

1) 矩阵乘法一般是不可交换的，即在一般情况下,实 
际上 , AB 有意义时 t BA 不一定有意义，因为5的列数不一定等于 A 

的行数.而且，即使有意义，两者也不一定相等； 

2) 两个非零矩阵相乘有可能变成零矩阵.因而，由 AB = 0 并不 

m 

能推出 A = 0 或 B = 0. 随之而来的 是：由 AB = AC , 且 A 关0,并不能 
推出 B = C ， 由凡 4 = CA 且 A 关0也不能推出 5= C , 即矩阵乘法没 

有消 去律. 


例 


给定矩阵 


0 1 0 

A = 0 0 1 

.0 0 1 


0 0 1 

B = 0 0 0 


0 0 0 


则有 


0 1 0 0 0 1 

AB = 0 0 1 0 0 0 

—o o 1」 Lo o o 
_0 0 1] 「0 1 0 
BA = 0 0 0 0 0 1 

.0 o oJ Lo o i 

矩阵乘法是个很有用的工具.下面介绍一个简单的例子. 

例 4. 6已知在蔬菜种植中使用 m 种农药4 ， A 2 , …，为了 

解蔬菜中残留农药对居民健康的影响，在某农贸市场对 n 种蔬菜 

B n 中残留农药进行检测，查明蔬菜尽每千克含农药 A 


0 0 0 


0 0 0 =0 


0 0 0 

0 0 1 

0 0 0 7 ^ 0 . 

0 0 0 - 




9 Bz 


9 
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为叫毫克.又对在该农贸市场购买蔬菜的居民(^，(^，…，(^进行调 
查，查明居民 C , 在一周内食用蔬菜及共心千克.于是得到两个矩阵 




b 


△12 


a n a i 2 




• 籲 # 


11 


厶 2 


△2 i b 


^21 a 22 


^2n 


• _ • 


22 


A = 


B = 


bns 


Pn\ ^n2 


Q^m\ ^m2 


a 


• 參 # 


令 C = AB •则 C 的 e •行）列元素 


表示居民 c , 在一周内摄入农药儿的毫克数，由矩阵 c 即可估量蔬 
菜中残留农药对居民健康影响的大小. 


c a = 


k i 


矩阵运算和秩的关系 


争 


在§ 2中我们学习了矩阵的秩的概念，本节又介绍了矩阵的三 
种运算.现在来讨论这两部分知识之间的关系.先证明一个有用的命 


命题 4. 3 在尺 1 "中给定两个向量组 


( I ) 


a 




Uz ， 


A 


⑴ 


• _ • 




如果（ I )可被 00 线性表示，则（ I )的秩 <00 的秩. 

证 设（ I )的一个极大线性无关部分组为 


(I) 




则（ I )的秩又设00的一个极大线性无关部分组为 

艮攻，1 2 ，…，色 j s . 

则00的秩 = s . 现在00可由00线性表示，00又可被 0 V ) 线性表示, 
于是 （ n ) 可被 ( iv ) 线性表示，而 （ n ) 线性无关，按命题1.4,应有 


( IV ) 


r^s 


命题 4. 4给定•则有 

( i ) 对任意々€尺,是关0, r ( kA )= rCA ) 

( ii ) rU + J B )< rU )+ r ( J B ). 

证 （ i )々 A 为 A 的每行乘尺内非零数 I 故为对 A 作 m 次第 


9 
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二类初等行变换.按命题 2. 1，有 r ( kA ) = r ( A ) 

( ii ) 设 A 的列向量组为七 


它的一个极大线性无关部 
于是 r = r 04); 又设5的列向量组为 口 2 , 

/?«,它的一个极大线性无关部分组设为于是 
( B ). 此时 A + B 的列向量组为〜+卢 1 ，《 2 + /? 2 ，*”，〜+沒„，它显 
然能被下面向量组 




• _ _ 




分组设为 


洱，， 




5=r 


' ， a 、， ••• ， ' ， ft" ft 2 , …， 八 

线性表不，按命题 4. 3， rCA +5 X ( I ) 的秩 < r + s . 

设 AeM mtn (K) ， 5eM„„ ( 尺），则 

r ( AB ) < min { r ⑷， r ( B )} 

(注： min { rU ), rCB )} 表示 rG 4), rCB ) 中较小者). 

证 设 C = AB . 按命题 4. 1， C 的列向量组可被 A 的列向量组 
线性表示，再由命题 4. 3知 r ( CXr ( A ). 

另一方面 ，r (O =r ( C ') = r (( AB )') = r ( B , A f )^ r ( B r ) = rCB ) 

(这里用到上面的结论 ). I 

命题 4. 6 设 AeM„,„(/o,5eM„,,(io, 则 

r ( AB ) > r ( A ) + r ( B ) — n . 

证 令 C = AB . 设 5 的列向量组为取,5 2 ,…，及(看做 《 X 1 矩 
阵）, C 的列向量组为 CpG ，…, C (看做 mXl 矩阵).那么按矩阵乘 
法，应有 


( I ) 


命题 


AB { — Ci (i = 1，2,…， s ). 

Ci -为 C 的列向量组的一个极大线性无关部分组 


现设 

于是 r = r ( C )= r ( AB ). 对任一 C ， 有 

Q =+ k 2 C iti + …+ k r Ci 


鲁 


于是 


Aik 1 Bi i + k 2 Bi 2 + …+ k r Bi r ) 

kiAB, i + k 2 ABi 2 H ~ 

= 々 iC ,、 + 々 2 C l2 + … + k r Ci r = Ci 


+ k r AB { 




_ _ • 


现在线性方程组 AX = Ci 有两组解 
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= Bi ， X 2 = k x Bi ^ + & 万“ + … + KB { 


如设其导出方程组 AX = 0 的一个基础解系为尸:，尸 2 ，…，尸 ,( 都看做 
XI 矩阵），则 f = w — rG 4) .且由本章§ 3中的定理 3. 3知 

Bi = kiB {i + 々2五《、+ …+ k r B ir 

+ 1 H - <2尸2 + …+ IfPf 

于是5的列向量组及,5 2 ，…,昃可由向量组 

B ir y P l9 P 

线性表示，按命题4.3,以5)<(1)的秩<广+之=^(0+；2-以乂），移 


n 


• B 


P 


( I ) 


• •參 


• • • 






项得 


r ( AB ) = r ( C ) > r ( A ) + r (5) - 


n . 


习 


i . 进行下列矩阵运算 


3 -2 


-1 


— 1 — 1 — 1 


0 


(1) 5 


-1 


0 0 0 


0 


0 


0 0 


1 




0 0 0 


— 1 


1 2+1 
0 -1 


4—1 0 


(2) 


0 2 






— 1 


2 ― i 


-1 


— 3 1 0 


0 


-10 1 


-1 


1 




0 2 0 


1-1 


0 


— 1 1 0 


— 2 


—1 



(1) A= 2 1 2 ， B= 2 — 1 


0 


1 


2 3 


0 


b 


a 


c 


a c 


(2) A = 


b 


B= 1 b b 


c 


a 


9 


1 


1 


1 


c a 


计算 AB 9 AB-BA f (AB) f 9 A f B 

3. 计算： 


(1)(2 3 -1)-1 


(2) -1 (2 3 —1) 


_1 


-1 


a n a i 2 a n x 


(3) Cr 


1) 1^21 


a 22 a 23 y 


y 


1 


a 32 a 33 

[a n a n 


31 




3 ^i 


n 


^21 a 22 


^2 n y 2 


(4) Cr 


Xi 


X 


n 


L^nl a n 2 

4. 给定数域 K 上两个 wXw 矩阵 


a 


n 
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o o 1 o 1 


0 0 12 


1± IX r-H 


o 1 o o o 


, a 4 


o o o 


142434 0 0 


A3 o 


a 


2 0 0 0 


3 o 

3 


o o 


A 


3 

1 


3 

2 


aaca 


0 0 2 1 0 


^ o 


o o 


2 

1 


2 

2 


2 

3 


o o 1 2 laaa 


24 


34 


aaa 


1 

3 


0 0 3 1 


3 

1 * 


3 

2 


3 

3 


aaca 


3 

A 


o o 


2 

1 


2 

2 


2 

3 


aaa 


o o o 


0^0 


3 


1 

3 


o o 


1 2 0 0 0 


设 


3 


2 - 
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0 


a ll a 12 




0 


o 


a 21 a 22 


a 2n 


A = 


o 


a 


a n2 


0 


试计算 AJ 及 JA ， 并判断在什么情况下 AJ = JA . 

5. 设乂，5€脱^(尺），(：6从, 5 (尺），々为数域尺上一个数•证 


(1) G4+5)C=AC+BC; 

(2) k ( AC ) = ( kA ) C = A ( kC ). 

6. 给定数域尺上两个 nX ；2 矩阵 


0 


0 a lk 


^ln 


一 A+l ft 


A = 


o 


o 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


试计算 JA 

7 •设 AeM m , n ( K ) 9 BeM n , s ( K ). 如果 AB =0, 证明 

r ( A ) + r ( B ) < n . 

8 •设4€風„,„00且 r ( A )= n . 又设 B ， C 为数域尺上矩 

阵，且证明 B = C . 

9. 给定数域 K 上的 3 X 3 矩阵 
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k 0 — 1 

一 1 0 3 

问々取 K 内何值时，可找到数域 K 上的 3 X 3 矩阵关0,且 
= 0,并具体求出一个这样的 3 X 3 矩阵凡 

10. 设儿5是数域 K 上的两个 mX ；2 矩阵•如果1：04)<寻， 


A = 


(5)< y . 证明存在 K 上 nXs 矩阵 C ， C 关0,使 ( A + B ) C =0. 

11. 设 A , B 是数域尺上两个 《 Xn 矩阵.已知存在尺上非零的 
Xn 矩阵 C ， 使 AC =0. 证明存在尺上非零的 wXw 矩阵 D ， 使 ABD 


T 


= 0 


12. 设是数域尺上两个 tzX /2 矩阵且•又设 C 


A 


是将儿5的行向量依次排列所得的 2/ zXn 矩阵，即 C = 


证明 


參 


B 


r ( A ) + riB ) ^ r ( C ) + r ( AB ). 

(注： 上式中的表示 A 与 5 的乘积 .） 

13. 给定数 域尺上 /z 维向量空间内一个线性无关向量组 

7 l ， ％，•••，％.证明存在尺上一个齐次线性方程组以此向量组为一个 
基础解系. 

14. 给定数域尺上 n 维向量空间尺”内一个线性无关向量组 

7,证明存在尺上一个非齐次线性方程组满足如下 条件： 

(1) y 。， a ，…, y , 均为此非齐次线性方程组的解向量； 

(2) 该方程组的任意解向量 y 均能被 y 。 ，…, a 线性表示. 

15. 给定数 域尺上 mXw 矩阵^4, wXs 矩阵 5. 设齐次线性方程 

组 BX =0 有一个基础解系％ ,7 2 
( AB)X = 0 的一个基础解系 7 i 


7o,7i 




Vk . 将它扩充为齐次线性方程组 

7/. 证明： 向量组 
Brji 的秩 = rCB )— r ( AB ). 利用这个结果给出命题 4. 6的 


• _ _ 


Vk 9 Vk+1 


• •馨 


Br/k+ 


另一证明 


16. 设 A , 5分别是数域 K 上 mXn 矩阵和 nXs 矩阵，令 AB = 
C . 若 r ( A )= n . 又设5的列向量组卢 i ，# 2 , …， A 的一个极大线性无 
关部分组是 A ， A 2 ，…， &• 试求 C 的列向量组 A , y 2 ,…， y , 的一个极 
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大线性无关部分组. 


§5 n 阶方阵 


前面已指出，矩阵乘法实质上就是第一章§ 1介绍的集合间映 
射的乘法的一种特例.我们已经知道，集合间映射不是随便可以作乘 
法的.所以也不是随便两个矩阵都能相乘.但是在那里我们也 指出: 
如果是一个集合到自身上的映射，即该集合内的变换,那么乘法总可 
以进行.用到现在这个特例上来，就是 m = n = 5 时，即 F 到自身的 
映射，也就是 A 和5都是一个矩阵时，乘法总有意义.这时它 
所探讨的是自身的结构，即尺”的内部关系.它在理论上显然有 

其特别的重要性,需要我们对它作深入的探讨.由于这个原因，本节 
将集中对数域上的 nXn 矩阵作较深一步的研究. 


1. 数域上的 n 阶方阵 


定义 数域 K 上的 nXn 矩阵称为 尺上的 n 阶方阵 .尺上全体 
n 阶方阵所成的集合记做風^尺). 

现在集合(尺）内有矩阵加法，与 K 中数的数乘以及矩阵乘 
法： K 上两个阶方阵的乘积仍为 K 上/ I 阶方阵.这些运算又满足 
前面指出的运算法则.这就是说，脱已经是一个代数系统，成为 
代数学的研究对象了. 

数域 K 上一个 n 阶方阵是一个正方形表格 


a ll a 12 


a in 


^21 a 22 


a 2n 


A = 




nn 


自左上角到右下角这一条对角线称为 a 的主对 角线. 主对角线上元 
素的特征是其两个下角标相同,表示为 a „(£ = l , 2, 

角线上 M 个元素 连加： 


). A 的主对 


_ _ _ 


def 


Tr(A) 


“ii + d 2 z + … + a 




nn 
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称为乂 的迹，它是描述 A 的某种特征的一个数量，有许多重要的应 


用 


在本章§ 1指出，尺”中 w 个坐标向量 

_ 

0，1，0,…， 0) (i = 1，2,…， w ) 

特别重要.与之相应的是 M w OO 内如下^个方阵具有特殊的重要 


= (0 


性: 


1 


E " = 


它的特 点是： 第£行）列元素为1，其他元素都是0，£ = 1，2, 

1，2, n . 给定尺上一个 n 阶方阵 A = (%).显然可表示为 

i=l j=\ 

由于这个原因，有许多 n 阶方阵的问题可以归结为这 n 2 个特殊的 
阶方阵来处理. 

根据矩阵乘法，对 m 阶方阵瓦,，我们有 


• • • 




A = 


a 12 


a ln 


11 


0 


^21 a 22 


^2 n 


行 


Eij 


j 2 


0 


<^m\ <^mt 


这就是说，用 m 阶方阵 左乘一个 mXn 矩阵，其结果是把该矩阵 

的第 y 行平移到第 f 行的位置，其他行一律变为零(当 i = j 时，就是 
使该矩阵的第£行保持不动，其他行变为零).而对 n 阶方阵 ，我 


们有 


y 列 


^1 


an a 12 


^ln 


0 


0 


^21 ^22 


a 2n 


^2 


Eij = 


^ml ^m2 
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这就是说，用 n 阶方阵瓦,右乘一个 mXn 矩阵，其结果是把该矩阵 
% i 列平移到第 _；• 列位置上来，其他列一律变为零(当 i = j 时，就是 
使该矩阵第〗列保持不动，其他列变为零). 

特别地，我们有下列重要 公式： 


E u ， 若 j = k 

0， 苦 j 士 k 




数域尺上的如下 72 阶方阵 


d 


0 


dz 


id , e K ) 


D = 


o 


称为〃 阶对角矩阵. 用一个 m 阶对角矩阵左乘一个矩阵时可 
表示为 


a ll a l2 


0 


^21 ^22 


S 山 






o 


f^tnl 


a 扨 2 


0 


= 2 dia ix dia i2 


did 




o 


^l a ll di€Li2 

Cl2 a 2l ^ 2^22 


d^CL^ 

dz a z 


• • • 


• • • 


d m a 


即把该对角矩阵主对角线上元素分别乘到右边矩阵的各个行上去. 
同样，我们有 
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d 


0 


a 


a \z 


a 


n 


In 




^21 a 22 


a 2n 


0 




^mn 




ml 


d 


d\d\\ UiCL\2 


d n a 


參## 


In 


dn a ln 


• • « 


^2^mZ 


d n a 




•參# 


即一个 mXn 矩阵右乘一个 tz 阶对角矩阵，其结果是把对角矩阵主 
对角线上的元素分别乘到左边矩阵的各个列上去. 

一个 w 阶对角矩阵的主对角线上元素都是尺上同一个数々时， 


即为 


k 


0 


k 


0 


k 


则称为一个〃阶数量矩阵.显然，用一个数量矩阵左乘或右乘 K 上 
一个 m X w 矩阵时,其结果是把该矩阵所有行(或列)都乘以々,也就 
是用々与该矩阵作数乘运算. 

特别地，下列〃阶方阵 


0 


E = 


0 


称为 W 阶单位矩阵.用一个单位矩阵(其阶数根据矩阵乘法的要求确 
定)左乘或右乘尺上一个 mXn 矩阵时，使该矩阵保持不动.所以单 
位矩阵在矩阵乘法中的地位相当于1在数的乘法中的地位.在本书 
中固定用记号五代表单位矩阵,其阶数则由该处上下文可以判定， 
一般不再标出.在特别需要标出时 ，用^ 记 n 阶单位矩阵.一个 n 阶 
数量矩阵现在可以写成 kE n . 
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现在介绍 n 阶方阵的方幂的概念.给定尺上 n 阶方阵 A ， 对正 
整数 m ， 定义 


A m = …儿 

当 A ^ O 时定义 A 0 = E 为 n 阶单位矩阵.显然有下面指 数律： 当 

灸为非负整数时，有 


A m A k = j\ m ^ k ( < J\ m ^) k = 

注意一个方阵的负指数幂现在没有意义，不能使用. 

对数域尺上一个 m 次多项式 


fix) = a 0 x m + a x x 


m — 1 


+ …+ a m ^iX + a m (a t G K ) ， 

我们可以用尺上一个 n 阶方阵 A “代入”，定义为 


f(.A) = a 0 A m + - 1 + …+ a m -iA + a m E 

(注意常 数项〜 “代入”时变成〜£,否则与前面矩阵不能相加) 
/ G 4) 将称为方阵 A 的多项式. 


阶初等矩阵 


现在我们来 指出： 本章§2讲到的对 A ： 上 mXrz 矩阵作初等行 
(列)变换可以用左(右)乘一个适当的方阵来实现，这是矩阵乘法的 
一 个重要应用. 

定义 w 阶单位矩阵£经过一次初等行变换或初等列变换所得 
的矩阵称为 n 阶初等矩阵. 

下面把初等矩阵分为三种类型分别写出.来. 

1) 互换£的“^两行，得 


行 


0 


Pn(i ， f) = 


•/行 


0 


列 


列 


显然，互换£的 £， y 两列得到相同的结果. 
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2) 把五的第 f 行乘以 c 关 0( 这里义幻，得 


行 


P n (c • 0 = 


列 


显然，把五的第£列乘以 C 得到相同的结果. 

3) 把£的第 7 ‘ 行加上第 行的々 倍(这里 々 GiO ，得 


1 


行 


• _ • 


P n ik ， i ， j) = 


•7 •行 


k 


列）列 


(上面各矩阵的空白处均为零). 

对£还可以作第四种初等 变换： 把第 j 列加上第 i 列的々倍，得 


k 


1 


行 


Pn (k •If j)= 


)行 


2 列 ） 列 

但是 PnCk • 2，_/)可看做 Pn(k • )，£)，即£的第/行加上第 y 行的 k 
倍，所以它实际上属于类型 3). 

命题 5. 1给定数域尺上 mXn 矩阵 A , 则有 

( i ) Pm ( iJ)A 为互换 A 的 D 两行; 为互换 A 的£，) 


两列 


( ii ) P m (c • i ) A 为把 A 的第 f 行乘以 c ^0； AP n (c • O 为把 A 的 
第 i 列乘以 C 9^0 

( iii ) P m ik 


j)A 为把 A 的第 ） 行加上第 £ 行的灸倍 
AP f n (k - £，乃 为把 A 的第 ） 列加上第 f 列的 灸倍. 


9 
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证 （ i ) 我们有 


Pm ( tyj ) = E — E U — Ejj + E {j + E j{ . 


故 


P — E“A — EjjA) + EijA + EjiA. 

其中 ^4 — EuA — EjjA 为把 A 的第 i ，） 两行换为零，其他行不动; ■£»•/ 
为把 A 的第 > 行平移到第£行,其他行 为零; 而则是把 A 的第 i 
行平移到第）行，其他行为零.把这三部分连加起来，恰为互换 A 的 

两行，其他行不动. 

AP „(£， y ) 为互换 A 的 D 两列，证法相同. 

( ii ) P m ( c . i ) 为 m 阶对角矩阵,主对角线上第£个元素为 c , 其 
余为 1. 根据前面指出的对角矩阵左乘 A 的法则可知 P m ( c * i ) A 为 
把 A 的第£行乘 c , 其余行不动. 

AP n (c • f ) 为把 A 的第£列乘 c , 证法相同. 

( iii ) 显然有 


j ) = E kE 


PnXk 


故 


P m (k ♦ ijj)A = A + kEjiA . 

kE , A 为把 A 的第 £ 行平移到第行后再乘 I 其余行为零.故 
A + kE ^ A 恰为 A 的第 j 行加上第 f 行的是倍,其他行不动. 

APlU •〖,))为把 A 的第^/列加上第/列的々倍，证法 相同. ■ 

在§2中已经指出，可以用一系列初等行及列变换把一个非零 
的 mXn 矩阵化为标准形 


Ak = D 


A —^ —^ 


其中 


0 


0 


0 


D= 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0“.0 


时) 


(w = m 时) 


( w<Cm 时) 
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因为矩阵的初等变换是可逆的，矩阵 A 经若干次初等行、列变 

换化为 D ， 那么，矩阵 d 也可经若干次初等行、列变换化为 a (只要 

把上面每个变换倒过来做就可以 了）： 

D = A k 

现在根据命题 5 . 1知存在初等矩阵 a ，户 2 , p , 必 , q 2 ，…, a ,使 

A = F 2 • • • P s DQiQ 2 •••Qt. 

一个数域尺上的 w 阶方阵 A ， 如果它的秩 r ( A ) = w , 则称为一 '个 
满秩的 n 阶方阵.满秩的 n 阶方阵在初等变换下的标准形 Z ) 应为 n 
阶单位矩阵£，故 


A*> —► Ai —► A 


― ► • • • — ► 


A= 

= PiP2.“PsQlQ2.“Qt. 

命题 5. 2 数域尺上的 n 阶方阵 A 满秩的充分必要条件是 A 
可表示为有限多个初等矩阵的乘积. 

证必要性 上面已证. 

充分性 若 A 可表为初等矩阵 A , 尸 2 , •，尺 的 乘积： 

上式表示 A 可由《阶单位矩阵£作 s 次初等行变换得到，故 

r(A) =r(E) =n. 届 

推论1 设 A 是数域 K 上满秩的《阶方阵，则 A 可单用初等行 
变换化为单位矩阵五，也可单用初等列变换化为单位矩阵五. 

证 按命题 5.2, 存在 w 阶初等矩阵尸:，尸 2 ，…,尺，使 

A = •• 尸， = I\P 2 … P S E, 

上式表明£经 s 次初等行变换化为 A , 而初等行变换可逆，故 A 可 
用初等行变换化为五.又由 


A 




A = EI\P 2 … P” 

按同样推理知 A 可单用 s 次初等列变换化为 £. I 

定义 给定数域尺上两个 mXn 矩阵凡若 A 经有限次初等 

行、列变换化为则称5与 A 相抵. 

容易看出，矩阵的相抵关系是集合脱„,„00内的一种等价关系. 
推论2 给定数域 / C 上两个 mXw 矩阵则下面命题 等价: 
( i ) 5与 A 相抵； 


阶方阵 127 


n 


( ii ) r ( B )= r ( A ) 

( iii ) 存在 m 阶满秩方阵 PRn 阶满秩方阵 O , 使 B ^ PAQ . 

证 使用轮转证法. 

( i ) =^( ii ) 这是因为初等变换不改变矩阵的秩. 

( ii ) o ( iii ) 此时5与 A 经初等变换化为同一标准形而初 
等变换可逆，故 A 可经初等变换化为 D , 再经初等变换 化为凡 即存 
在 m 阶初等 矩阵尸 …，阶初等矩阵 Qi ，込， 使得 

⑹々2… Q /= B , 令 P = F \ P 2 … Pk ， Q = QiQ 2 "<h 即可. 

( iii ) ^( i ) 已知满秩，可分别表为初等矩阵的 乘积: 

叠 

••尸 a ， Q = QiQ 2 … Q /， 则 A 

经有限次初等行、列变换化为即5与 A 相抵. | 


9 


3. 逆矩阵 


已知在数域 K 上 n 阶方阵所成的集合 Af „0 O 内有乘法运算. 一 
个自然的问题是，在 Af „0 O 内能不能做除法运算？前面我们曾指出 

可能存在两个尺上《阶方阵山5,4參0,5#0，但九5 = 0(例如§4 

的例 4. 5). 如果除法总可进行,那么从 AB = 0 两边同“除就得 B 
= 0,与已知矛盾.由此可知，在 M „0 O 内一般不能做“除法”.但在这 
一段落里我们要来 指明： 在一定条件下可以有类似于数的除法的概 
念(但又有根本性的不同）. 

两个数相除可用 a • F 1 或 b ~ l a 来表示.能不能做除 
法，关键在于对每个是否能找到一个数 V 1 ，使 b ~ l b=bb 
在数的范围内这总是可以办到的.但在矩阵的范围内就不一定了，只 
有在更强的条件下才能做到这一点. 

定义设 A 是数域尺上的一个《阶方阵，如果存在数域 K 上 
的《阶方阵 B ， 使 


9 


— 1 一 


BA = AB = E ， 

则称5是 A 的一个 逆矩阵 ，此时 A 称 为可逆矩阵. 

请读者注意，这定义仅对 n 阶方阵才有意义. 
从上面的定义立刻提出如下两个 问题： 

1) 什么样的 w 阶方阵4是可逆的？ 
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2) 如果 n 阶方阵 A 可逆，那么它的逆矩阵是不是唯一的？ 

下面来回答这两个 问题. 

命题 S .3 设羞是数‘尺上的 n 阶方阵.如果存在尺上^阶方 

阵，使 


AB = BiA = E 9 

则怂=5,即 A 可逆，且5为 A 的一个逆矩阵. 

证我们有 

B x = B,E = B . iAB ) = ( B^B = EB = B . | 

推论设 AeM„oo .如果 a 可逆，则其逆矩阵是唯一的. 
证设5,及均为 a 的逆矩阵，按定义有 

AB = E , B,A = E . 


由命题 5. 3知及 =5. | 

当 A 可逆时，我们把 A 的唯一逆矩阵记为 A ~\ 对正整数I令 

命题 5. 4设 A 是数域尺上的 n 阶方阵.则 A 可逆的充分必要 
条件是 A 是满秩的. 

证 必要性 A 可逆时，有使 = 故（注意一 

个 w 阶方阵秩最多为 w ) 


— k 


A 




r(£) = r ( AB ) ^ t ( A ) ^ n . 


n 




于是 r(^4.) —n. 

充分性 若 A 满秩,按命题 5. 2 的推论 1, 存在 W 阶初等矩阵 

Q” 使 

尸 1户2 …二 五， ■AQiQ.i**• Q, t = E,. 

令 P= 尸 1户2…八， Q= QiQ 2 …兑，则，由命题 5. 3知尸二 

Q， 且尸为 A 的逆矩阵. ■ 

推论设 AeM n ( K ). 如果存在5€紙(尺），使 AB=£ 或 
=E 之一成立，则4可逆且 A~ l =B. 

证例如，当成立时，有 

r(E) = r(AS) < r(A) ^ 


Pi ， Pz ， … ，八； Qi，Q 




n 


n 




即 r ( A )= n . 于是 A 可逆.我们有 

A- l E = A -\ AB ) = = EB = B 


一 1 


A 
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n 


当 BA = E 成立时证法 相同 . I 

引进逆矩阵的概念有重要的意义.例如，把线性方程组写成矩阵 


方程式 


AX = B . 

如果 a 是一个可逆方阵，则以 a - 1 左乘(不能右乘，因为矩阵乘法不 
可交换, X 与5都是 n X 1矩阵，所以在这里右乘甚至没有意义)等 
式两边，得 


A - 1 ( AX ) = ( A ^ 1 A ) X = EX = X = A~ l B 




工1 


bz 


工2 


一 1 


x= 


=A 


b 


x 


n 


n 


这就把线性方程组的解求出来了.这很像解一元一次方程 ax = b 所 
采用的办法.关于这个问题，我们将在第三章再做详细和严格的讨 


论 


15.1 设 


2 _ 1 
3 _ 1 


0 




A 


B = 


— 2 






2 


— 1 




做矩阵乘法，不难验证 


BA = AB = E . 


故乂可逆，且 

例 S .2 在上一段中所定义的初等矩阵都是可逆矩阵•具体地 


说，有 


( i ) P n (i 9 j)~ l =P n (i 9 j) 

( ii ) P n (c • i)~ 1= P 

( iii ) P n (k • i,j)~ 1 = Pn(—k • i y j). 

上面的关系式既可以用矩阵乘法直接验证，也可以用命题 5. 1 加 
以证明.例如证明 ( iii ): 验证 


(c^O) 


n 


C 
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PrXk • i ， j) • PrX—k. i ， j、E = E. 

等式左边表示对 《 阶单位矩阵£作两次初等行变换,第一次是把第 
j 行加上第/ 行的一 A 倍，第二次是把变换后的矩阵的第 j 行再加上 
第/行的々倍，结果还变成 E ， 故 


Pn(k • • P n (—k • t 9 j )= E . 


于是按命题 5. 4 的推论，有 

( i ) 与 ( ii ) 请读者自行证明. 

关于逆矩阵，有如下几个简单的事实. 

命题 5. 5设是数域 K 上的两个可逆 n 阶方阵，则有 

( i ) ( A 一 Y 1 


-i 


PnC — k • i ， j ) • 




A 




( ii ) AB 可逆，且 G 45) 一一 1 A 一 


( iii ) W 可逆，且 G 4') 

证 （ i ) 设 A -，则因 CA = AC = £ ，故 A 可看做 C 的逆矩 
阵，即亦即 G 4— 1 ) 

( ii ) 因为 

( AB )( B ^ 1 A ~ 1 )= A ( BB ~ 1 ) A ^ 1 = AEA^ 1 =AA 

故 （ AB ) 一 1= = J 5 一 1 A 

( iii ) 因为 


一 1 




-i 


A 




一 i 


E 




-1 


A f ( A~ 1 ) f =( A ^ A) f = E f =E 


故 04’ ）- 1 = ( A -1 )’ • I 

根据上述命题的 ( ii ) 可知： 有限多个可逆方阵，…, A 的 
乘积还是可逆的，且 


(AA … A)- 1= =A 

特别地，如果 A 是一个 n 阶可逆矩阵，则对任意正整数 k , A k 也可 
逆，且 


-1 




• • • 


5 


( a *)— 1 


iA ~ l y=A 

下面来说明在实际上如何计算一个可逆 w 阶方阵的逆矩阵.首 
先注意下面两个 事实： 

1) 如果 A 可逆，则 A 满秩.于是按命题 5. 2的推论1,它可单用 
初等行变换化为单位矩阵五； 


— k 
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n 


2) 如果 A 单用初等行变换化为单位矩阵£,即有 n 阶初等矩阵 

厂，尸 2 ,… ，厂 ，使 iW . U = 五.那么,按命题 5. 4的推论，有 

匕込 … 及 = I\P 2 … P S E. 

上式 表示： 如将这 s 个初等变换同时作用在£上，最后得出的就是 


-1 


A 




A - 


由此得逆矩阵的如下计算 方法： 

( i ) 把乂和£并排放在一起，排成一个 rtX 2 w 矩阵 ： （A i £); 

( ii ) 对上面的 nX 2 n 矩阵做初等行变换(不能做列变换），把左 
边的 A 化为£时，右边£的位置上所出来的就是 A " 1 . 用图式表示， 


就是 


(A \ £)—(£ I A' 1 ). 

读者仿照上面的办法自己证明 一下： 如把4和£上下排列成 
一^个2/2 X 72矩阵 


A 


E 


对它做列初等变换(不能做行变换），把上面的 A 化成£，则此时下 
面五的位置上所出来的也是 A 


一1 


A 


E 


— 1 


E 


A 


求 


0 


A 


-1 




2 




的逆矩阵. 


解给定 a ，我们事先可能不知道它是否可逆.但并不需要先去 
判断它是否可逆，而可以直接利用上面介绍的办法进行计算.如果 a 
不可逆，那么做行初等变换，把 A 化成阶梯形后，其阶梯个数 = rC 4) 
<«.若4可逆，则 rG 4)= w ，此时先把 A 化为阶梯形,再把各行乘适 
当数使主对角线上元素全变为1,再利用最后一行最后一列的1消 
去它顶上的其他数，又利用倒数第二行主对角线上的1消去它顶上 
的其他数,等等.本例具体计算 如下： 
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10 0 


0：1100 
1 !i 0 1 0 
2 - 1! 1 0 0 1 
1 0 1| 100 

0 1 2i 110 

0 0 li- 1 1 

1 0 0 I 2—1 

0 1 0 ! 3 

0 0 1 


0 


(A \ E )= 


11 0 


0 




L0 — l-li-201 
1 0 1| 1 0 0 
0 1 0 | 3 - 1-2 

0 0 ll - 1 1 1 




1 




1 - 2 






2 


1-1 




一 i 


A 


1 -2 


3 






— 1 


IS . 4 解矩阵方程 


0 1\ \^i yi 


— 1 


o 


工 2 yi 


2 


— 1 0 


y % 




显然，有 


一 1 


o 


工 1 3^1 


0 


—1 


x i yi 


—1 0 

但处理这类问题实际上可以不必先计算逆矩阵.设 a 是一个 w 阶可 
逆方阵是 nXs 矩阵，要求一个 nXs 矩阵 X ,使 

AX=B 

(显然，这样的 X 必存在，例如不难验证 A ^ l B 就是).已知有初等矩 


2 


yz 




阵尸丄，尸 2 ，…，尸”使 


( 1 ) 


/ W ••尸 M =£， 

把这些初等矩阵左乘上面的矩阵方程，得 

iW ••尸••尸,5， 


( 2 ) 


X = iW ••尸 J 

比较 (1) , (2) 两式 可知： 如果用一系列初等行变换把 A 化为£，同时 
把这些初等行变换施加在5上，所得的结果即为 X 的解•用图式表 
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n 


75，就是 


(A ! B)-^CE \ X) 


例 5. 4 具体计算如下 


0 1 


0 


(A j B)= 


0 1 


0 




2 — 11 : — 10 


0 - 1 






0 


10 0 


0 12 


2 


0 10 

0 0 1 ： - 2 0 


- ► 


0 0 1 


2 0 




故 


工 i 3^i 


工 2 yi 


-2 0 

当 X 和 B 都是 n X 1矩阵时, = B 就是 n 个未知量 n 个方程 
的线性方程组，而这时上面所述的办法就是第一章§纟所讲的矩阵 
消元法.读者可仿照上述办法导出解矩阵方程 

XA = B 


yz 


(其中 A 是 n 阶可逆方阵，是 mXn 矩阵)的方法. 

本节最后我们来介绍上述理论在处理矩阵问题时的一个应用的 


实例 


给定数域尺上 mXn 矩阵 A 和 nXs 矩阵证明 

rCAB)^r(A) + r(5) — 

证这就是命题 4. 6,现在利用矩阵乘法技巧来给出它的另一 


n 


个证明 


若 A = 0, 则 AB = 0, 于是 r ( AS ) = r ( A ) = 0,而 r ( BXn . 不等 
式显然成立.下面设 At ^ O . 按前面的讨论，存在 m 阶初等矩阵厂 

昃及《阶初等矩阵 QmA ， …，使 产 

D 为 A 在初等变换下的标准形.令••八 々 zQiQz …兑，则 
PAQ = D . 按命题 5. 2, P , Q 均为满秩方阵.又由该命题的推论2,有 

t { AB ) = r ( PAB ) = r ((尸 = r ( DB 1 ), 

这里，现在 rCD )= rG 4) , r ( Bi )= r (5). 根据上面叙述 


J 


尸 
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bu 


• • • 


11 


b 2 


b 


办 22 


• • • 


21 


DBi == 


0 


b m 


bn2 


• • • 


厶 12 




• • • 


bn b 


b 2s 


• •鲁 


22 


办 rl b r 2 


brs 


• •鲁 


o 


DB X 的秩等于 艮前 r 行的秩, 乃私前 r 个行向量的极大线性无关部 
分组添加怂的后 n - r 个行向量即可线性表示私的各个行向量.由 

命题 4 . 3 得 riBO^rdDBO + dn - r ). 于是(注意 r = r ( D )= rU )) 

r ( AB )= t ( DBi ) ^ r ( J 5 x ) + r — n 

= r ( B ) + t ( A ) - n . I 


几类特殊的 》 阶方阵 


# 


现在来介绍应用广泛的几类特殊的 n 阶方阵. 

I . 72阶对称矩阵 

设 A = (%)为数域尺上的； 2 阶方阵.如果则 A 称为《 
阶对称矩阵.因为 W 的第£行）列元素为故 W = 4 的充分必要 
条件是％=〜(£ = 1 ， 2 ,… 


1 ， 2 , …， 72 ). 具体写出来就是 




n 


9 


A = 


即方阵 a 关于主对角线对称位置上的元素相等. 

如果是尺上两个 n 阶对称矩阵，则对任意 kaeK 
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kA+lB 显然仍为 n 阶对称矩阵. 

I . 反对称矩阵 

设 A = (%)是数域 K 上的 n 阶方阵.如果== _ A ,则称 A 为；2 
阶 反对称矩阵. A 是 W 阶反对称矩阵的充分必要条件是 an 

y = l ， 2 ， 

称矩阵主对角线上元素全为0,关于主对角线对称位置的元素互为 
反号数.具体表示为 


)• 由此推出〜 


即 au = 0 . 故反对 




• • • 


n 


， 


0 


A = 


^ji 


0 


如果是 K 上两个 n 阶反对称矩阵，则对任意的 k，ieK 
kA + lB 仍为 n 阶反对称矩阵. 

H 上三角矩阵 

数域 K 上的下列 n 阶方阵 


a ll a l2 


^1 


A = 


o 


称为 n 阶 上三角矩阵. 设 B 为 K 上另一上三角矩阵，则 A 9 B 可分别 


写成 




〉: bkiEki 


A 


B = 








于是 


〉: “ijbkiEijEki = ^ijbjiEu 


AB 




!<*<></<« 


其中用到前面介绍的公式：仅当 j = k 时£:>£«#()，而且 
现在由此知仍为《阶上三角矩阵.当£ = /时为其主对 
角线上元素 . AB 的£行纟列元素恰为 aubu , IP AB 主对角线上各元 
素为 A 与 B 主对角线上元素的对应 乘积： 


il ， 
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△11 办 12 


bi 


a ll a \2 




* 


• •參 


11 


b 2 


b 


(^zzb 


a 22 


^ 2 n 


• •參 


22 


22 


0 


0 


0 


b 


nn^nn 


a 


a 


nn 


nn 


IV . 下三角矩阵 

数域尺上的下列 n 阶方阵 


a il 


0 


^21 ^22 


A = 


a n i dni 


a 


称为 n 阶 下三角矩阵. 显然也有 


b 


a il 


0 


0 


11 


办21办22 


<^21 a 22 


bnl b n2 


b n 


^nl ^n2 


a 


• •參 


nn 




0 


11 


a 22 办 22 


* 


nrflnn 


a 


即两个 Z 2 阶下三角矩阵的乘积仍为 〃 阶下三角矩阵，且主对角线上 
元素恰为左、右两矩阵主对角线上对应元素相乘. 


习 


五 




1. 计算下列矩阵 

'2 1 1 

( 1 ) 3 1 0 

.0 1 2 


( 2 ) 


— 4 — 2 
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n 


n 


cos<p — sm^p 


(3) 


(4) 


0 


smp cos<p 


n 


-i —i 


A 


n 


0 


—1 


1-1 




(5) 


(6) 0 A 1 

.0 0 A 


— 1 — 1 

-1 -1 -1 

2. 给定 n 阶方阵 


0 


0 


J = 


0 


nXn 


证明： 当时,， = 0( 矩阵中空白处元素为零) 

3. l§i f ( A ) = A 2 — A —1，而 


A = 3 


1-10 


求 / u ) 


4. 如果数 域尺上 的两个 n 阶方阵满足 = 则称 可交换 


求所有与 


1 


0 


0 


0 0 


1 


0 0 0 


可交换的 K 上3阶 方阵. 

5. 设给定数域 K 上的对角矩阵 


^2 




A = 




证 明：与 A 可交换的数域 K 上的 n 阶方阵都是对角矩阵. 

6. 证明： 如果数域尺上的 n 阶方阵 A 与数域 K 上的所有; z 阶 
方阵都可交换，则 A 必是一个数量 矩阵 ： A = AE . 
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7•设 A 是数域尺上的 n 阶 方阵. 证明 

⑴若^4 2 =£，则 


rU+£)+rU-£)=n 


(2) 若 A 2 = 儿则 


rU)+r(A-E)=n. 

8. 设《为偶数.证明存在实数域上的 7Z 阶方阵使 

A 2 + E =0. 

A k 是数域尺上的 n 阶方阵，这里々>2,如果 


9•设 A l 9 A 2 r 

证明 


rd) + r(A 2 ) + …+ r^ {k — l)n. 


10. 给定 


13 2 


A = 15 2 0 


# 


4 


(1) 证明 


-4 


A ^= -15 


30 


— 7 


22 10 -43 


(2) 利用上述结果解线性方程组 


x l + Zx 2 + 2x z = b l 


办2 


15工1 + 2工 




Ajo 1 -\-2jo 2 + x z = b z 


11. 计算下列逆矩阵 


b 


a 


(1) A = 


ad — bc = l 


d 


c 


1-1 


(2) A = 2 


(3) A = 


1 


0 


0 




1 — 1 


—1 


0 
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n 


4 


1—1 




(4) A = 


(5) A = 


1 




10-2 


—1 


-6 


3 3-4 


-3 


3 




2 


0 


0 




(6) A = 


⑺ 0 0 


4 


0 0 


0 0 1 

0 3 1 4 

2 7 6 -1 


0 0 
0 0 




(8) A = 


(9) A = 


8 


2 


—— 1 —— 3 —— 1 ——6 




2 10 0 0 
0 2 10 0 

( 10 ) 0 0 2 1 0 

0 0 0 2 1 

-0 0 0 0 2 


12. 求方阵 X ，使 


4 




( 1 ) 


X = 


1 




( 2 ) 0 2 


2 \ X = 11 1 0 

2 1 1 


0 


—1 


1 




(3) X 0 2 

A -1 0 


1 1 0 
2 1 1 


0 


1 


1 


2 


0 


(4) 


X= 


0 


0 


0 


nXn 


nXn 


13. 设 
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0 a x 


0 


0 a 2 


A = 


0 


a 


n—1 


0 


0 


a 


n 


其中 a , 关 0 G = 1 ，2,…， n ) ，求 A 

14. 求下面矩阵的逆 矩阵: 


-1 


3 


—1 


n 


n 


1 


1 2 


n 


n 


n 


• •鲁 




A = 


- 2 


- 1 


- 3 


n 


n 


n 


n 


4 


n 


一 l 


e 2 


e " 


e 


e 


2(n-l) 


e 2 


e 4 


e 6 


e 


B = 


3(n 一 1) 




e 3 


e 9 


e 6 


e 


2 


(n — 1) 


2(n 一 1 ) 


3(n 一 1) 


-1 


e n 


e 


e 


e 


223 


其中 


n 


e=e 


15 •设兌是数域尺上的 《 阶 方阵.证明： A +彳 f AA f 都 

是对称矩阵，而 Z — A 是反对称矩阵. 

16. 设5都是数域尺上的《阶对称矩阵. 证明： 是对称 
矩阵的充分必要条件是 A f B 可交换. 

17. 设 A 是数域尺上的 n 阶对称(反对称)矩阵，: T 是尺上任意 

阶方阵.证 明： ： TAT 仍为对称(反对称)矩阵. 

18. 设 A 是数域 K 上的 n 阶可逆方阵, 证明： 

(1) 若 d 对称(反对称），则 A _1 也对称(反对 称）； 

(2) 若 A 是上(下)三角矩阵，则 Z -1 也是上(下)三角矩阵. 

19. 设乂 是数域 iC 上的一个 w 阶方阵，/= 0.证 明： 

( E - A )~ 1 = E - j - A - l - A 2 -i - 

20. 给定数域 K 上的多 项式： 


n 
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若 A 是数域尺上的一个”阶方阵，且 / G 4) = 0, 证明 A 可逆，且 

—丄…十〜一；^). 

21. 设5为数域 K 上的可逆打阶方阵，又设 


-1 


A 




汐1 


Ui 


U 2 


汐2 


(Ui ， vj6 K) 


U = 


V = 


u 


V 


n 


n 


令 Z =5+ W . 证明： 当 y = l + y '5 _1 t / 关 0 时 




7 


22. 证明一个上(下)三角矩阵主对角线上元素全不为零时必定 


可逆 


23. 证明方阵的迹有如下 性质： 

(1) 设儿5€脱》(尺），那么 Tr ( AB )= TrC ^4); 

(2) 设那么 Tr (九4')>0且 Tr (儿4，）= 0的充分 

必要条件是 A = 0; 

(3) i ^ A f BeM n ( R ), KA , = A , 及=5.那么 

Tr [( AB ) 2 ]< Tr 04 2 5 2 ). 


§6分块矩阵 


读者可能已经感觉到，矩阵乘法是较为复杂的一种代数运算.但 
它又是应用十分广泛的一种数学工具.为了帮助读者使用矩阵的技 
巧去处理形形色色的理论和实际问题，现在来介绍分块矩阵的概念 
及其基本应用. 

分块矩阵的思想来源于人们在生产实践以至日常生活中普遍采 
用的方法，即将一个较庞大复杂的事物分割为若干较小的小组来处 
理的方法.举一个简单例子，比如一个大班内有120名学生，为了举 
办各种活动方便,把他们划分为10个小班，每班12人.这样，在举办 
各种活动时，就以小班为单位来安排.对于一个阶数较高的矩阵，我 
们也采用这个办法，把它的元素划分为若干“小组”，这样，在做矩阵 
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乘法时，就可以按“小组”为单位来进行，处理起来简单快捷.这就是 
矩阵分块的初步概念. 

设 A 是数域尺上的 mXw 矩阵,5 是尺上 nXA 矩阵，把它们按 

如下方式分割成 小块： 


n\ 


n 2 


m 2 { 


A = 


Jki k 


k t 


nA 


n 2 


B = 


即将 A 的行分割为 r 段，每段分别包含 
的列分割为 s 段，每段分别包含 
矩阵表示如下 


个行，又将 A 
个列.于是 A 可用小块 


mi 


1， 


2， 




r 


#參_ 


打1，”2, 


， W 5 


^ls 


^12 
A 2 \ A 2 2 


11 


A 


• • • 


A = 


rl ^r2 


A rs 


其中为 m t Xn , 矩阵•对 5 做类似的分割，只是要求它的行的分割 
法和 A 的列的分割法相同（列的分割法没有限制).于是5可表为 


石12 
万21万22 




11 


Bzt 


B = 


Bst 


5l ^s2 


其中及 7 是 n , X kj 矩阵.这种分割法称为 矩阵的分块. 此时，设 
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AB=C 


则 C 有如下分块 形式: 


C 


C 12 


C , 


參 ## 


11 


C 21 c 


c 2t 


22 


c= 


C n 




其中(^ 7 是 rrii X kj 矩阵，且 


Cij = 〉 


上面的公式是把矩阵乘法中原来一个个数对应相乘再相加改写成以 
“小组”为单位对应相乘再相加,没有实质性的变化,其正确性是显而 
易见的，因此不再作理论上的论证.但是读者要注意一点，现在是作 
小块矩阵的乘法，而矩阵乘法一般是不能交换次序的.所以在运用分 
块矩阵时，一定要严格分清哪个小块矩阵在左，哪个在右，绝对不能 


混淆 


1. 准对角矩阵 


下面来介绍最常用的一类分块矩阵.给定数域尺上的两个对角 


矩阵 


bi 


0 


0 


b 2 


A = 


B = 


0 


0 


b 


作矩阵乘法，显然有 


a x b 


o 


^ 2^2 


AB = 


0 


bn 


这说明，两个对角矩阵的乘积还是对角矩阵，而且恰好就是主对角线 
上的元素对应相乘.因此，从矩阵乘法运算的角度来看，对角矩阵是 
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最简单的一类矩阵. 

下面来介绍一类稍复杂一点的矩阵.先看一个例子.考查 

^12 0 0 0 

^21 ^22 0 0 0 

B = 0 0 633办 34 办 35 

0 0 6 43 ^44 b 


0 0 0 


a U a \2 


11 


0 0 0 


^21 a 22 


0 0 


^33 ^34 ^35 




0 0 


(2 43 <2 44 ^45 


45 


b 


办 55 


b 


0 0 


0 


^53 ^54 a 55 


53 


54 


如果令 


b \2 


b 


a U a 12 


11 


A x = 


B \ = 


bn b 

b 33 b 


a 21 a 22 


22 


办 35 


^33 a 34 a 35 


34 


Bz = b 


b 


b 


A 2 = 


a 43 a 44 a 45 


43 


44 


45 


53 b 


b 


a 55 


53 


54 


55 


那么，上述两个五阶方阵可简写为分块形式 

A 1 0 
0 A 

其中左下角的0表 3X2 零矩阵，右上角的0表 2X3 零矩阵.这样表 
示之后,5的样子很像对角矩阵，只是现在它们里面的“元素”不 
是数，而是小块矩阵.按照上述分块矩阵乘法不难 验证： 此时有 


0 


A = 


B = 


0 B 


A l B l 0 

0 a 2 b 

其中 A . B , 是两个矩阵的乘积, A 2 5 2 也是两个矩阵的乘积，所以要注 
意它们乘积的次序，不能交换位置.从这个例子可以看出，这种矩阵 
在做乘法时也比较简单. 

定义称数域 K 上的分块形式的 n 阶方阵 


AB = 


A 


^2 


A = 


A 


为准对 角矩阵 ，其中八(/ = 1，2，"_，5)为；2£阶方阵，且 & + & + 〜 + 

；2(除 Af 的位置外，其他位置处全是小块零矩 阵). 


n 




s 
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阶准对角矩阵有如下性质： 

1) 对两个同类型的 n 阶准对角矩阵 


n 


A 2 


b 2 


B = 


A = 


A 


B 


(其中 A ， 及 G = 1 ，2,… ， s ) 同为 w , 阶方阵），有 


A,B 


A 2 B 


AB = 


A S B S 


2) rG 4)= r ( A 1 )+ r ( A 2 ) + … + r ( A ); 

3) A 可逆 <=»AG = 1，2, …， s ) 都可逆，且 


一 l 


A 


-i 


A 


一 i — 


A 


一 1 


A 


性质 1) 是显然的，我们证明性质 2) 及 3). 

性质 2) 的 证明： 在矩阵 A 中用初等变换分别把 A 
化为标准形.在对 A 做变换时，对其他為没有影响.每个儿位置所 
出来的标准形含有 r ( A ) 个1,再调换一下位置即得 A 的标准形，其 
中1的个数为 


A 


• _ • 


r(A) + 

性质 3) 的证明： A 可逆 <=^ r ( A ) = w (参看命题 5. 4). 再由性质 
2) 知, rG 4)= w 的充分必要条件是 r ( A )= n ,, 即 A , 可逆.而乂― 1 的上 
述表达式从性质 1) 不难验证. 


分块矩阵的秩 


分块矩阵的秩有一些特殊性质，它们是有用的工具.本段对此作 
一 些初步的介绍. 

命题 6.1 给定数域尺上的分块矩阵 

A C 
0 B 


M = 
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其中 A 为 mXn 矩阵，5为々 X /矩阵•则 

r(A) +rCB)<r(M). 

证设 A 在初等变换下的标准形为 

E r 0 
0 0 

又设5在初等变换下的标准形为 

E s 0 
0 0 

那么，对 Af 前 m 行前 W 列作初等变换，对它 的后々 行后/列也作初 
等变换可把 A / 化为 


D 


= r(^4) 


r(B). 


A = 




A c 

0 D 

现在利用左上角的 l 经列初等变换消去它右边 g 位置中的非零 
元; 再用 d 2 左上角的1经行初等变换消去它上面 G 处的非零元素, 
于是把再化作 


Mi = 


£ r 0 0 0 

0 0 0 C 

i 

0 0 E s 0 

0 0 0 0 


m 2 = 


则有 


= r(M 2 ) 
rCA) + r(5). 

推论 1 给定数域尺上的分块矩阵 

A 0 

C B 


+ s + r(C 2 ) ^ r + 


r 


s 






N = 


则有 


rU) +rCB)<r(AO 


证因为 


a ; a 

0 B f 


N 


按命题 6. 1 有 
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r(iV) = r(iV’ ） > r (A’） + rCB’）= r(A) + r(B). 

推论 2 给定数域尺上的分块矩阵 

A C 


A 0 
C B 


M = 


N = 


0 B 

其中 A 为 mXn 矩阵, B 为 々 X / 矩阵. 

当 rCA)=m,r(B)=k 时， r ( Af ) = r 04)+ rCB ) 
当 rU )= w , r (5)=/ 时， r 0 V )= rG 4)+ rCB ). 


证因 r ( MXM 的行数 = m + 々，又按命题 6. 1 知 m-\-k = r(A) 

+ 々.对 r(AO 的证法相 


+ rCB )< r ( Af )< m +々. 立即知道 r ( M ) 




同 


命题 6. 2设 A 是数域尺上的 mXn 矩阵，5是 K 上的 nXk 
矩阵 , C 是尺上的 々 Xs 矩阵，则 

t ( AB ) + t ( BC ) < r ( ABC ) + r ( B ). 


证令 


AB 0 
B BC 

则由命题 6. 1 有 rCA ^+ rCBCXrCAf ). 但 

E m - A 1 VAB 0 ir ^ -c 

-画 B BC - ^ Q £ c 

0 - ABC 


M = 


0 E 


=N 


B 


0 


显然有 


t(N) = r ⑻ + r (- ABC) 

又由命题 6.1 的推论 2 知 


t ( ABC ) -f t ( B ). 




E k -C 
0 E s 

分别为满秩 m +« 阶方阵及满秩阶方阵，按命题 5. 2 的推论2 

有 r ( AO = r ( AO . 故 

t(ABC) + r(B) = v(N) = r ( M ) > r ( AB ) + | 

推论设 A 是数域 K 上的 mXw 矩阵， B 是 K 上的 nXs 矩阵 


E m — A 
0 E n 


则 
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r ( A ) + r ( B ) — n ^ r ( AB ) 


证按命题 6. 2有 

r ( A ) + rCB ) = r ( AE „) + r ( E n B ) 

< r ( AE n B ) + rCE ”） 

这里，利用分块矩阵的技巧我们给出了命题 4. 6 的第三种证明 


r ( AB ) + 


n 




方法 


3. 矩阵的分块求逆 


给定数域 K 上的 n 阶分块方阵 


A B 
C D 


M = 


其中 乂为々 阶可逆方阵.我们有 


A BirE k - A^B 

C DJLO 


E k 


0 


N = 


— 1 


— CA 


E 


E 


n 一 k 


n — k 


A 


0 


0 D - CA^B 


根据命题 6. 1 的推论 2 


9 


E k - A~ l B 


E k 


0 


一 i 


E 


— CA 


E n 


0 


— k 


n _ k 


均为满秩 n 阶方阵，故 r ( M )= r ( AO = r (^)+ r ( Z )- CA - 1 B ). 若 

r ( M ) 

也可逆.而 


令 A = D — 则 r ( A ) 


一々，故当 M 可逆时 ,D 




n 




n 




一 1 


一 1 


E k - A~ l B 
0 E 

A 0 

0 D 


一 i 


E k 


A B 
C D 


0 


一 1 


N 


- CA - 1 E 


n — k 


n _ k 


—1 


1 


A 


0 


l 


0 D 7 


于是 


一 l 


A B 
C D 
E k - A ^ l BirA - 


M ^ = 


1 


E k 


0 


0 


1 


一 1 


0 Dr 


E n 


- CA 


E 


0 


n — k 


一 k 
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只要计算出两个低阶方阵 a 9 d , 的逆矩阵乂- 1 和 Dr 1 , 代入上面公 
式，即可求得高阶方阵 A / 的逆. 

在§ 5我们指出，可以用左乘(右乘)一个初等矩阵来实现一个 
矩阵的行(列)初等变换.因为分块矩阵的乘法形式上与普通矩阵相 
同，所以也可以用左乘（或右乘)一个适当的分块方阵来对一个分块 
矩阵作类似的变换.上面的讨论中就是这样做的.但要注意 两点： 

1 ) 两个小块矩阵相乘时必须遵循左边矩阵的列数等于右边矩 
阵的行数这一 原则； 

2 ) 两个小块矩阵相乘不能交换次序，要分清那个在左，那个在 


右. 


运用分块矩阵时，带有较高的技巧性，必须细心观察一个具体矩 
阵的特点，恰到好处地进行分块,才能收到事半功倍的效果. 


- 1 . 

/\ 


习 


1 . 求下面矩阵的逆矩阵 


1-1 


0 0 0 


0 0 0 0 


1 


0 0 0 0 




A = 


0 0 0 


0 0 0 1 


0 




0 0 0 —1 


2 . 设 


0 A 

C 0 


x= 


其中 A ， C 是两个可逆 方阵. 设已知 A - 1 ，(:- 1 ，求 X 

3•设 


一 1 


A 0 
C B 


D = 


其中 A . B 是两个可逆 方阵. 设已知 A - 1 ，万- 1 ，求 D 

4. 设儿 B 分别为 
T 2 ，使 TrMTi 和 TT l BT 2 均为对角矩阵，试 证： 存在 m + n 阶可逆 


— 1 


阶方阵.如果存在 


阶可逆方阵 : A 


n 


n 




9 
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方阵: T ， 使 


A 0 
0 B 


一 1 


T 


T 


为对角矩阵 • 

5. 给定数域 K 上的分块矩阵 


A C 
0 B 

其中 A 为 mXn 矩阵，5 为 kXl 矩阵.如果已知 rU ) 
/，证明 r ( A )+ rCB )= r ( AO . 

6. 给定数域 K 上的分块矩阵 


M = 


或 r ( B ) = 




m 


A 


A 2 


* 


M = 


0 


A 


其中凡为 nti X rti 矩阵 G = 1 ，2,…， s ). 证明 

1 ： ( 為 ） + r04 2 ) + … + r(A s ) < r(M) 

—1) 或 r ( A ) =〜(/ = 2,… ， s ) 时等号成 


9 


且当 r ( A )= m,G = l ，2, 


s 


m m m 


9 




7. 给定数域 K 上分块矩阵 


^12 ^13 


A 


11 


A 


A 2l A 


A 




23 ， 


22 


^31 ^32 ^33 


其中每个 A , 均为 n 阶方阵，且可逆.试求 3 n 阶满秩方阵 P ， Q ， 使 

0 0 


A 


11 


B 


0 B 


PAQ 




22 


23 9 


0 -^32 -633 


其中及 > 亦为 K 上; 2 阶方阵. 

8. 给定数域 / C 上 n 阶方阵又设 
wi +〜 + … +w = rz •将 A 分块： 


为正整数，使 


nijri 2 j mmm yttk 
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A 


^12 
A 2 I ^22 


lk 


11 


^ 2k 


_ _ _ 


A = 


A 


A 


ki 


kk 


k2 


其中 Av 为 rii X rij 矩阵.如果已知 ^4 ii 可逆，试求 K 上一 w 阶满秩方 
阵 P ， 使 


A 


A 


A 


ik 


11 


12 


A 


A t 


A 


一 1 fk 


*-l，2 


Bi2 


Bik 


PA = 


0 


A 


A 


A 


* +1 ， A 


*•+ 1,1 


* + 1,2 




A k 


A 


kk 


9. 给定如下准对角矩阵 


0 


Jz 


0 


其中 


— 2 


0 


- 2 


J 


Js 


J2 = 


0 - 2 


1 




0 — 2 


0 


0 - 2 


0 


找出一个5次整数系数多项式 

fix ) = X 5 aiX A + a 2 x z + a 3 x 2 + a 4 x + a 5 ( a f G Z ) 

使 /( J ) = 0. 

10 . 给定数域 A ： 上 n 阶准对角矩阵 


0 


J 2 


0 


s 
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其中，为如下 A 阶方阵 


0 




A , 


J 


a = 1 ，2, …， 5 ) 


0 


A, 


找出数域 A ： 上一个多项式 

fix ') = x m + a〆 - 1 + …+ ( a , e 幻 

其中 使 f ( J ) = 0. 

11. 给定实数域上《阶分块方阵 

IA, ^ 2 | 

0 AJ ' 

其中4为 r 阶方阵.如果 A 与 A 可交换，证明 A 2 = 0. 

12. 证明下列 命题： 

(1) 设 A 9 B 分别是数域尺上的 mXn 矩阵和 nXm 矩阵.如果 
AB 为 m 阶单位矩阵，则 r ( A )= r ( B ) •, 

(2) 设 

r ( A ) + r ( B ) + r ( C ) < n + 5 + min { r ( A ) , r (5) , r ( C )}. 


A = 


本章小结 


I . 统率本章的基本线索 

本章以经典代数学中求解线性方程组问题为出发点，通过分析 
线性方程组结构上的特点引出代数学的两个重要研究 对象： 向量空 
间和矩阵.图示 如下： 


维向量空间 


线性方程组 


数域 K 上 m X n 矩阵， UiO . 


将线性方程组分别用两种形式表示 


( i ) 向量方程： iia 1 +« r 2 a 2 + … = 
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( ii ) 矩阵 方程： AX=B. 

然后，以线性方程组理论问题为背景，对向量空间和矩阵理论作初步 
探讨，并将这初步理论反过来应用于线性方程组，给出完满的解答. 

I . 关于向量空间的初步知识 

向量空间概念包含三个 要素： 

( i ) K m 是一个集合，其元素是数域 Kim 元有序数组； 

( ii ) K m 内有两种运算，即向量加法及与 / C 中数的数乘； 

( iii ) 两种运算满足八条运算法则.由此,成为一个代数系统. 
线性方程组的核心问题是齐次线性方程组有无非零解，这核心 

问题转化成中的核心概念，即向量组的线性相关与线性无关.由 
于讨论线性相关向量组的结构又形成了向量组的极大线性无关部分 
组与秩的概念. 

2C 上一个 mXn 矩阵，其行向量为尺”中的向量组，其列向量为 

K m 中向量组，因而由向量组的秩的概念引出矩阵的秩的概念. 

在/^ 的初步理论中，最值得注意 的是： 上述基本概念和有关命 
题的叙述及证明，实际上不依赖于尺"中元素的具体表达式，也不依 
赖于 iT 中两种运算的具体内容，而仅仅依赖于八条基本的运算法 
则.这一事实提示我们，如果舍弃这些非本质的东西(如向量的 w 元 
有序数组的形式及加法、数乘的具体计算法），我们在理论上将能再 
上升到一个新的高度，这是本课程后面章节所要做的工作. 

关于矩阵的初步知识 

给定数域尺上的一个 mXn 矩阵，就是给出了尺”到之间的 
一 个映射，这个映射保持向量空间两种运算的对应关系.所以，矩阵 
是联系两个向量空间的一个纽带.特别地， n 阶方阵是探讨尺”内部 
结构的基本工具. 

给定 A,BeM m , n (K). A+B 就是把尺”到的两个映射“叠 


1111 




加”起来 


K 


K m 


X h— (A + B)X = AX + BX. 

MkA 则是将到的一个映射“放 大”： 


K 


K m 


X h-H- (kA)X = k(AX). 
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对于 AGM m ， n ( K )， BGM n ， s ( K ) 9 AB 是把 P 到 2 T 1 的映射和尺 71 到 

的映射“连接” 起来： 


K s ~^ K n ~^ K m 


X h CAB)X = A ( BX ). 

这样，矩阵中存在三种 运算： 加法、数乘、乘法，而且也满足相应的运 
算法则. 


到此我们已经把线性代数这门学科的两种基本研究 对象： 向量 
空间和矩阵作了初步的阐述.后面许多章节的任务，是以这些知识为 
基础，把对这两种对象的研讨提高一步，深入一步. 

在结束本章之时，请读者注意，我们对代数学的研究已经发生了 
一个根本性的变化.在中学代数学中，研究的都是数及其四则运算, 
而从本章起，我们的研究已经跳出了数的圈子.现在研讨的向量空间 
和矩阵已经不是数，它们的运算也不再是数的运算.虽然所满足的运 
算法则和数的运算法则有不少相似之处，但也有许多本质的不同.这 
是读者容易发生迷惑或产生误解的地方.特别要着重提出下列 三点: 

1) 在 A ： w 中向量只有加法和数乘,向量和向量没有乘法 运算； 

2) 两个矩阵相乘没有交换律； 

3) 两个非零矩阵相乘有可能变为零矩阵,从而矩阵乘法没有消 


去律 


以上简单总结的内容，尚需读者细心体会. 



第三章行列式 


在第二章我们曾指出，数域 K 上的; 2阶方阵是线性代数的重要 
研究对象.本章的目的是为研究 W 阶方阵提供一个有力的工具，这就 
是一个 n 阶方阵的行列式. 

在日常生活中，人们用身高、体重等数据来描述一个人在形体方 
面的特征.在物理学中，用物体的体积、质量等数据来刻画该物体的 
物理属性，这种方法也被用来研究矩阵.方阵是一个正方表格，它本 
身不是数，但我们可以用某些数据来刻画它的某种特征.本章阐述的 
行列式概念,就是用来刻画数域尺上一个 n 阶方阵的某种特征的一 
个重要数据. 


§ 1平行六面体的有向体积 


在给出方阵的行列式的概念之前，我们先来讨论一个重要的几 


何实例 


在三维几何空间中取定一个右手直角坐标系如图 3. 1所 
示.这时空间任一向量(其起点都放在坐标原点 O ) 可用坐标向量 


图 3. 1 
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i ， j ， k 表示: 


= j：t + yj + zk 


称为 fl 在此坐标系的坐标，是唯一确定的. Crad ) 现在是实 
数域上三维向量空间欣 3 中的一个向量.三维几何空间中的向量和 M 3 
中的向量按此方法建立一一对应.于是我们不妨直接写成 

z ). 现在设 


~ (工2,3^2,之 2) 


= Oi ，： Wi ) 


那么如果按平行四边形法则把 fli 与 fl 2 相加，结果就是(在空间解析 
几何中已经证明） 


+ 02 = (^1 + 工2， 夕1 Z 1 + 之 2) 


对任意实数々，又有 


ka = k(x 9 y^z) — (kx ， ky ， kz\ 

这恰好是上一章 § 1 所讲到的 R 上3维向量空间. 

关于 R 3 ，我们有下面基础 知识： 

1) 在 M 3 中给定向量组 fl , 幻根据第二章命题 1. 2,它们线性相 
关的充分必要条件是有一个向量(设为幻能被另一个向量线性表示 
(即，而在几何上，这表示两向量共线. 

给定 R 3 中向量组 


它们线性相关的充分必要条件是有一 
向量被其余两向量线性表示，例如 c = ka + lb . 在几何上，这表示 c 位 

于 a ， b 所在的平面内（按向量加法的平行四边形法则).即空间中三 
向量线性相关的充分必要条件是它们共面. 

2) 给定两向量 fl ，6, 它们的点乘是 

a • ft = \a \ \ b \ cos ( a 9 b ), 

即为 a 与 & 的长度和夹角余弦的连乘积（当 a ， 6 有一为零向量时， 
a • b = 0). 如果 


， if 9 t ， 


== CtZ \ ，“2，“3)， 


(石1，6 2 ,6 3 )， 




那么 


= a\b\ + a 2 b 2 ci^b^. 


点乘有如下基本性质 
( i ) 对称性 


=b 
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(ii) kidi) • b = h\d\ • 

(iii) 


(libi+l 2 b 2 )=lia • bi+l 2 a • b 2 . 

3) 给定向量 fl ， 幻它们的叉乘定义为一个向= 当 


争 


共线时， c 为零向量，当不共线时 ，(:与 a ， b 所决定的平面垂直， 
其指向使 


组成一个右手系，而 c 的长度为 

|c | = \a\ • |sin<a ,b ), 

这数值恰为以 fl 4 为边的平行四边形的面积. 


9 


如设 


= (^ 1 ， a 2 ，<2 3 ) ， 


(办1，厶2，办3 ) ， 




那么，在空间解析几何里已证明 


X b = (a 2 b 3 — a z b 2 , a % b x — a x b 2 — a 2 bO. 


为了把上面向量 flXft 的三个坐标与 fl 4的坐标之间的关系更 
清楚地表达出来，现在我们引进一个记号.对任意 数域尺 上的二阶 


方阵 


x x x 2 


A = 


y \ yi 


定义 


X X x 2 


A \ = 


= ^1^2 — ^2^1 


yi 


即 IAI 为此方阵主对角线两元素 ^ 之积减去另一对角线上两元 
素之积 . IA I 称为 方阵乂 的行 列式. 于是两向量叉乘的坐标可 


以写成 


CLl ^3 


( 2 i ^3 


a x a 2 


X 


bi b 3 b x b 2 


b 2 b z \ I 
如把 fl 4 的坐标写成一个 2 X 3 矩阵 


^1 <^2 <^3 


b x b 2 b 

那么的第/个坐标为划去上面矩阵的第 f 列后剩下的2阶方阵 
的行列式再乘以（一 1 V + 1 . 
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向量叉乘有如下 性质： 

( i ) aXb = — bXa ； 

( ii ) (^ 101 +^ 2 ^ 2 ) Xb = kiaiXb - j - k 2 a 2 Xb 

( iii ) cX Qibi -\- l2b2 ) =/ifl X bi + l 2 a X b 2 * 

4) 给定 IR 3 中三个向量 


fl = 

办 = ( 办 1 ，办 2 ，办3)， 

C = (Ci ， C2*3). 


以它们为棱组成空间中一个平行六面体（见图 3. 2). 这个平行六面 


图 3. 2 


体用如下三阶方阵表示 


^1 ^2 a 3 


A = bi b 2 b 


c \ c 2 c z 


那么，三向量的混合积 


(b X c ) 

表示这个平行六面体的有向体积，其绝对值等于该平行六面体的体 
积，当 a ， b ， c 组成右手系时取正号，反之取负号.我们把它记为 


V 




<^1 <^2 a 3 


V = \A 


b x b 2 b z 




^1 C 2 C 3 
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按照前面点乘、叉乘的坐标计算公式，有 


^1 汉2 ^3 


V = \A\ = b\ bi 6 3 


^1 C 2 c z 


厶 3 


b' b 


61 b 


+ a 3 


— ^2 


=^1 


^2 ^3 


(1 ^3 


^1 c 2 


我们把 IA I 称为三阶方阵 A 的行列式.所以，一个 IR 上三阶方阵 A 
的行列式 Ml 是刻画该三阶方阵(现在代表三维几何空间中一个平 
行六面体)特性的一个重要数据，它是这个三阶方阵所代表的平行六 
面体的有向体积. 

方阵4的行列式有如下基本 性质： 

1) 根据点乘和叉乘的基本性质可知，如果 


中有一个向量 

为两个向量的线性组合，例如这相当于方阵 A 中第 
一 个行向量为两个向量的线性组合），此时 


9^9 


\A\ = + k 2 a 2 ) • ib 乂 c) 

k x a x • (ft X c) + k 1 a 1 • 

=ki \Ai I + k 2 \A Z I 9 

为第一行的三阶 方阵. 方阵 A 的行列式 


(b X c) 




其中 A ， 戊为分别以 


I 的这个性质称为 行线性 
2) 如果 


线性相关，即 A 的行向量线性相关，亦即 A 不满 
秩，此时三向量共面，它们决定的平行六面体的体积为0,故此时 A 
的行列式 41=0. 

3) 如果 fl ，6， c 为三个坐标 向量： 


9^9 


^ = (1，0,0)， 
J = (0，1，0)， 

fc = (0 ，0，1 ) ， 


那么它们排成三阶单位矩阵 


1 0 0 

£ = 0 1 0 


0 0 1 
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这时它代表的是单位立方体，体积为1，亦即 

1 0*0 

| jE | = 0 1 0 

0 0 1 

从上面这个几何实例我们得到如下 启示： 对任意数域尺上的 n 

阶方阵我们可以用一个数 Ml 来刻画它的某种属性(就像用质量 
来刻画一个物体的物理属性一样），而这个数 | A | 应满足如下三条基 
本性质： 


1 




1) 如果 A 的某行(或某列)换为两个向量的线性组合仏，则 
\ A \= k \ AA + l \ A 2 \ ，其中 A : , A 2 为分别把该行(列)换为夕所得 

的^阶方阵； 

2) 如果 A 不满秩，则 | A | = 0. 

3) 当 A 为单位矩阵时，应有 |£|=1. 

在下一节，我们就按这三条原则来给出任意数域 K 上72阶方阵 A 的 
行列式 | A | 的严格定义. 


§2 n 阶方阵的行列式 


现在我们按照上节几何实例的提示，来阐述 n 阶方阵行列式的 
概念及其基本性质. 


1. 行列式函数的定义 


读者在中学里已经学习过定义在实数域 M 上的 函数： 对于每个 
实数工，都按一个给定的法则对应于一个唯一确定的实数: y ， x 称为 
自变量称为的函数，使用记号 y = / Cr ) 来表示.在前面两章我 
们把研究范围扩大，摆脱了实数运算的限制，进入矩阵运算这个新领 
域.与此相应，函数的概念也应当扩大，把自变量由实数转换成矩阵， 
即研究定义在数域尺上全体 n 阶方阵所成的集合 M „( iO 上的函数 

y = f ( A ). 


进入大学后学习微积分的知识，对函数的研究深入了 一步： 研 
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究某些特殊的函数.设 / Cr ) 是定义在区间 6) 内的函数，如果它满 
足某些特定条件(读者已熟知，此处不细述），它就称为一个连续函 
数，如果它再满足某些进一步的条件，它就称为区间 ( a ,6) 内的可微 
函数.数学分析的这些思想对学习本章有重要参考价值. 

本章的内容，就是按照上面所说的思想，研究定义在上 
的满足某些特定条件的函数 / U ). 

考查数域尺上全体〃阶方阵所成的集合 MAK ). 从集合 

到数域 K 的一个映射/称为定义在上的一个数量函 

因此,上一个数量函数就是一个给定的法则，依照这一法 
则, K 上每个 W 阶方阵 A 对应于 K 内一个唯一确定的数 f ( A ). 

例如，设 A = ( 叫） e (iO ,我们定义 /( A ) 

方阵 A 在法则 / 下对应于其第一行第一列元素，/ 就是紙 (iO 上 
的一个数量函数.由此看来 , M „ CK ：) 上的数量函数是很多的.第二章 
中研讨的一个方阵 A 的秩 r(A) 和迹 TrG4) 都是上数量函数 
的具体例子.显然，并不是上随便一个数量函数都有研究价 
值.下面我们介绍 M „00 上具有某种特定属性的数量函数,它将成 
为研究 / z 阶方阵的重要工具. 

为了使下面的阐述较为简明、清楚，我们在本章中将使用一些特 
定的记号.设 A 是数域尺上 一个; z 阶方阵，其行向量组为 
«„( 写成横排形式），列向量组为/? 2 ，…, A (写成竖列形式），我们 
根据行文的需要把 A 写成 




即每个 n 阶 


an 






，《2 


• • • 




或 A = [/?1，卢2，". ， A ]. 


A = 


如果我们只研究 A 的第/行或第 j 列，就写 


或 A = • ，式，…） 


A 






把不讨论的行（列）用省略号代替.于是 M n ( iO 上一个数量函数 
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/( A ) 可以写成 






或/ 


fCA ) = / 


a 




以及 


f ( A ) = /(A ， 卢 2,…， A ) 或 /( …， ft， …). 

定义 设/是定义在 M „( K) 上的一个数量函数，满足如下条 

件： 对 F 中任意向量« 2 
数 A， 都有 


，〜， a (写成横排形式）以及 K 中任意 


• • • 








a 


a 




a 


n 


n 


a 




f Aa t = Xf 




a 




n 


(这里 / = 1，2, …，则称 / 为 M « ao 上一个行线性函数. 

设 s 是定义在 M « ao 上一个数量函数，满足如下 条件： 对尺 
中任意向量 A ，的，…, ft ，/? (写成竖列形式）以及 K 中任意数 A , 都有 

A + /?, …， A) 

= 《（ A ， …， ft， …， A ) + 发 （A ，•••，卢 ，…， A ) ， 

gd ， … ，入 Pj ， … D = 入 gd ， …， Pj 

(这里 j = l ，2,… ，/ 2) ，则 称发为 Af „( iO 上一个列线性函数. 

如果 / G 4) 是 i ^ ao 上的行线性函数，那么对任意都 


n 


gd 




A) 


• •參 


9 


有 
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/ Aov + fia = Xf 


a 


a 


反之，若 M w ( iO 上一个数量函数满足上面的条件，只要分别令 A 
=1及;/=0代入，即知它满足行线性函数的条件.同样，若为 

上列线性函数，那么 

发 （…，机+ 邱，…）= 义发 （…， A 

同样, M „( iO 上一个数量函数如果满足上述条件，则它是一个列线 
性函数. 


=M 


) + 郎（ …，#，•••） 


• • • 


如果，且 A 有一行向量为0,于是该行向量可以写成 
0 «，则对任意行线性函数/，有 f ( A ) = 0 • /( A )=0. 同样，若 A 有一 
列向量为0,则对任意列线性函数#，有 g ( A ) = 0. 

例如，考査 M 2 ( iO . 设 


^11 a l2 


e m 2 (K) 


A = 


^21 ^22 


定义 / ⑷ 

数，也是一个列线性函数(请读者作为习题，按上面的定义自行验 


容易验证,/是 a / 2 oo 上一个行线性函 






证) 


如果 A / w ( iO 上一个列线性函数/满足如下 条件： 当 
紙(尺)有两列元素相同时(这时当然要/2>2 ),必有 / G 4) = 0 , 则/ 

称为反对称的列线性函数. 

当然，我们可以类似地定义反对称的行线性函数,这就不再重复 
说明了.读者容易看出，上面定义的 A / 2 ( iO 内的列（行)线性函数是 
反对称的. 


命题1 1设/是 M „( iO02 >2) 上的反对称列(行)线性函数， 
那么，下面命题 成立： 

( i ) 设将的两列（行)互换得出方阵5,则 f ( B ) 


= — f ( A ) 


( ii ) 设将 AG 紙 OO 的第）列(行)加上其 第/列 (行）的 A 倍 (A 
为 K 中任意取定的数)得出方阵则有 fdB ) = f ( A ). 
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ft ， …）.由于/是反对称的列线性函数 


证设 A =( 


• • _ 


我们有 


0= /(•••，/?，• + ft， …， ft + ft， …） 

f 、… ， Pi ， … >/?,•>•••) + f 、… ，ft ，… ，尽 ” 

+ /( … ， p ” … >/?,»•••) + f 、 … ， p ” …， 

= /( … ， A ，… ，&，•••）+ /( … ， ft ，… ， A ，…) 




) 


• • • 


于是 


f(A)= /(•••，/?,，•••，&，•••) 

=— /( …， a 

=— f ( B ). 


/?,，…） 


• •攀 


9 


同样地，我们有 

f ( B )= f (…， 仏，…，化 A 汉，…） 

/( …， A ， …， A ， …）+ /( …， A ，". ，故，…） 

f ( A ) + A / (…，/?，，…，汉，…） 

= /⑷. | 

推论 1设 /, g 是 M „( iO 上两个反对称列线性函数，且对某个 
A 6 M „( iO 有 /( A ) = g { A ). ikA 经有限次初等列变换变为方阵5, 
则仍有 / CB )= gCB ). 

证 显然只需考虑万是 A 做一次初等列变换得出的方阵就可 
以了.下面分别讨论三种初等列变换. 

G ) 设互 换乂的 / 两列变为则按命题 2. 1,有 

f ( B ) = — f ( A ) , g ( B ) = — gCA ) , 




从而 

( ii ) 设将 A 的第 y 列乘以尺内非零数 A 得出方阵则 

f(.B) = /( … ，入邑 ”… 、 = A/ (••• ，/? 

同理 ，反 CB ) =； WG 4) ,于是 / CB ) =^ CB ). 

( iii ) 设将 A 的第 y 列加上第〗列的 A 倍得出方阵则按命题 


) = A /( A ) 


• •馨 




2 . 1，有 


f(B) = f(A) = g(A) = g(B) 
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推论 2设/是(尺) ) 上的列(行)线性函数.则/为反 
^1* 称的充分必要条件是对尺上任何不满秩 w 阶方阵 A 都有 /( A ) 


= 0 


证 必要性 若 rG 4)< Oz , 则 A 的第£个列向量为其余列向量 
的线性组合，此时将 A 的其余各列乘适当倍数加到第〗列，使第/列 
变为0,得 Kin 阶方阵凡按命题 2. 1及列线性函数的性质知 

f ( A ) = f ( B ) = 0. 

充分性 当 A 有两个列向量相同时，显然不满秩，按假设应有 
/ G 4) = 0, 故/为反对称. | ’ 

下面给出本节的基本概念. 

定义设/是風 《( iO 上一个列线性函数且满足如下 条件： 

( i ) 如果 (幻 不满秩，则 /( A ) = 0 ; 

( ii ) 对紙(尺）内单位矩阵有/(£) = 1, 

则称/为上一个行列式函数. 

例如，在 M 2 (iO 上定义数量函数/如 下：若 


^11 a l2 


A = 


a 21 a 22 


则 f(A) = anazz—ai Z an. 那么，容易验证 / 是 M 2 ( 幻上的 一 个行列 
式函数(具体验证留给读者作为练习）. 

对 K 上任意一阶方阵定义 /( A ) 

数/显然为恥00上的行列式函数.反之，对竓(尺)上任意行列式 

函数发，按定义有 g(A)=a n g(E) 

上唯一的行列式函数.下面只要讨论的情况.此时按命 
题 2. 1的推论 2. 行列式函数定义中的条件 ( i ) 等价于/为反对称列 
线性函数. 

命题 2. 2 Af„(iO 上的行列式函数是唯一的. 

证 设/与€是脱《00上两个行列式函数，我们需要 证明： 对 
任意 AeAUiO ，有 fdA)=g(A). 

( i ) 如果 r ( i 4)< w ， 那么按定义有 f(A) =g(A)=0. 

( ii ) 如果 rG 4)= w , 按第二章命题5.2,4可表为72阶初等矩阵 


数量函 


^11 




9 


故 g ( A )= f ( A ). 即此/为 




^11 
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Pm 的乘积 


P 


_ _ _ 


乂 =心…匕= 

上式表明 A 可由单位矩阵 E 做 m 次初等列变换得出.因为/，客均 
为 M „ 0O 上反对称列线性函数，按命题 2 . 1 的推论 1 ,由 /( 五） 
^(£) = 1 可推出 




/( A ) = g ( A ). | 

下面对行列式函数的性质作进一步的讨论. 

命题 2 . 3 设 / G 4 ) 是 M „( iO 上的行列式函数，则对一切 
M „( IO 有 / G 4 ')=/ G 4 ) ,即 A 和它的转置 W 函数值相同. 

证当《= 4 时^ 4 /= =^ 4 ，命题自然成立.下面设《> 2 . 

若 rC 4 )</ z , 则 / G 4 ) = 0 .此时 rC ^ O ^ rCOOz , 故 

f(A f ) = 0=f(A). 

若 rG 4 )= w , 按第二章命题 5 . 2 ,存在 n 阶初等矩阵 Pi ， P 2> 


• • • 


9 


Pm At 


A = Ei^iV ••尸 


( 1 ) 




m ) •设 5 。= £，则 Bi = Bi ^ xPi . 根据第 


令 BeEF^F^ … P 乂 i = l ，2 
二章命题 5 . 1 ，及-上是对及-:作一次初等列 变换. 因为 /( A ) 为反 


对称列线性函数，按上面命题 2 . 1 及列线性， /( 及） =/( 及-上) 

/，其中 


一 1 ， 若尸 ，是第一类初等矩阵 

若尸,是第二类初等矩阵 p n a - k) f 
若尸,是第三类初等矩阵 PM.m 


9 


A 


= 


9 


9 


于是 


f(A)= f(B m ) = 

£ if ( B 0 )= 

如设 Pi , P 2 ,-, P w 中有 r 个第一类初等矩阵个第二类初等矩阵, 

则由上式得 


— \J — 2 ) 


^ 1^2 # 


一1 


f (A) = ( — l) r A 1 A 2 ### A 5 . 


现在由 （ 1 ) 式得 
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= EP' m P ： 

如果 P 是第一类或第二类初等矩阵，则 P ' = P . 而当 P 是第三类初 
等矩阵时,，也是第三类初等矩阵.于是 

与尸 "p 

阵，于是 




p f 2 ， p 、 中恰有 
Pm 中相同的 r 个第一类初等矩阵和 5 个第二类初等矩 


-1 ， 


• _ • 


f { A ') = ( — l ) r AM 2 …人=/ ( A ). | 

上述命题 表明： 行列式函数 / G 4) 如果对矩阵的列具有某种性 
质，那么它对行也具有相同的性质,即行与列处于平等的地位.特别 
地，我们有 

命题 2.4 设/04)是从00(/2>2)上的行列式函数，则 / G 4) 
是反对称的行线性函数. 

证设 A 的第£个行向量 a , = Aa +// 卢(这里 a , , «,/?看做1 Xra 矩 

阵），则的第£列为 a : = + ^ . 设把 A 的第 f 行分别换成 a ， 卢 

后得到 n 阶方阵 4, A 2 ，则由命题 2. 3及/的列线性，有 

f (^ A )= f ( A ’） = Af ( A [) + j ^ f ( A f 2 ) 

=Xf { Ai ) + ( A 2 ). 

这说明 / 是行线性函数.如果 A 有两行向量相同，则 A 有两列向量 
相同，而/是反对称列线性函数，故 

/( A ) = fiA ') = 0. 


这就表明/是反对称行线性函数. 


行列式函数 det ( A ) 


上面我们给出了行列式函数的定义，并证明了这种数量函数是 

唯一的.但上是否确实存在这样的数量函数,还是一个未解 

1 

决的问题.现在我们具体地给出 M „( iO 上一个数量函数 det ( A)(det 
是英文“行列式” ( determinant )的前三个字母），并证明它是一个行 

列式函数. 

首先我们给出排列的一些基本概念. 

给定 w 个互不相同的自然数，把它们按一定次序排列 起来： 
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h 


称为该〃个自然数的一个排列.在上述排列中,如果有一个较大的自 
然数排在一个较小的自然数前面，则称为一个反序.例如,2,3,5,7 
这四个自然数的一个排列7325,其中3在2前,是一个反序;7在2 
前,是一个反序;7在3前，是一个 反序; 7在5前，也是一反序，故此 
排列共有4个反序. 

一个排列中包含的反序的总数称为该排列的反序数.排列 

的反序数记做 Ndrh - iJ . 例如我们有 iV (7325) = 4. 一个排 

列的反序数是奇数时，该排列称为奇 排列; 如果反序数是偶数，则称 

为偶排列.例如，7325是一个偶排列，而因为 7 V (7235) = 3, 故7235 

是一个奇排列. 

给定 n 个正整数，按大小顺序 排列： 




n 


1 < 泛1 <名2 < … 


现在把它们按任意次序重排，得 n 元排列 


J\ Jz 

这个排列的反序数九 ； Vv „) 可用下法 计算： 先找出排在 A 前面 
的数字有多少个，它的个数记为 rGO ，然后划去 M 再看前面未划 
去的数字有多少个，其个数记为 rG 2 ) ，然后划去£ 2 ,再看/ 3 前面未划 
去的数有多少个，其个数记为 r ( f 3 ) ,然后划去 f 3 ,经 w 次后,即得 

NUU 、 = T(iO + z ( i 2 ) + 


Jn 


+ r (“) • 
的一个排列 


• • • 


命题 2 . 5 对《个正整数 
此排列中两个数 j k , ji 的位置，则有 

( _ 1 (… jfh …、 


互换 


JWJn ， 


衷1 ，艺2， 


n 


_ ( _ 1严…力…)*…) 




上面用省略号表示的地方保持不动. 

证首先设 力与力 相邻，即 l = k + l . 则按上面指出的 

AK 九;>••、)的计算法易知 

W (…… ） + 1 

(因为力4 +1 与排列中其他数相对位置不变，故其反序关系也不变 


m … jkdk …、 (当久 ca+d 
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仅需要考虑 jkjk + i 与 jk + ijk 的反序关 系）. 由此知命题对 l = 1时 

成立 • 


现设/=々+〖，这里 Z >1 .把入与入+1 

素对换£次，每对换一次改变一次符号，共改变£次符号.最后得出 
的排列是 


jVn 逐个作相邻元 


， J k-\~2 


• • • 


9 


9 


( 2 ) 


J kjk-\~l J k -\- t _ \ Jk-\-tJk 


(上面 > 表示去掉 A ) ，于是 


N (… jd 


) 


(—1 严 … 々 4+1 


) 


(- m- l) 

再把 (2) 中的排列中的入 + ,与前面的 入 ■ N - 1 , A +< - 2 , …，必 +1 逐次作相 
邻元素对换 /一1 次，排列变为 


^ k^tt 一 \3 k 


• _ • 


學■争 




9 Jk-\~t — 1 、 3 k 


9 J k-\-\ 


• •參 


9 


于是 


N( 


) 


(—1 严…厶 


) 


(- iy- } (- ire- 1 ) 


V ••及+/ 




鲁鲁 • 


拳參_ 


• • # 






_ ( _ 1 严 … 厶…八 


) 




+丈 




定义给定数域尺上的 72 阶方阵 


a 


a ll a l 2 


In 


^21 a 22 


^2 n 


A = 


a 


a 


nl 


nZ 


nn 


令 


det(A) = 2 (— l) Ww .. 


Jn n 


(V 2 … 人 ) 


的所有可能排列 


其中和号表示对前 n 个自然数1，2 


]\]2… ] 


， W 


n 


求和 


det ( A ) 是 M „( iO 上一个数量函数.今后我们使用如下记号来表 
示这个数量 函数： 


a 


a \\ a \2 


In 


^2 n 


^21 a 22 


det ( A ) = |^4 I = 


a 


^n\ ^n2 


nn 
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detU ) 定义式的构成可概述 如下： 

1) det ( A ) 是由 n ! 个项连加而成. 

2 ) 每项是矩阵 A 中72个不同行且不同列的元素的乘积.如把它 
们按列角标的自然顺序排列，则其一般形式为 


a iA a 


a 


t n ， 


n 


其中 是 1 ，2, 


这 w 个自然数的一个排列（如果矩阵 A 的 
n 表示，而用其他自然数表示，那就改用其他自 


jn 


• • • 


行角标不用1，2， 

然数的排列).这样的排列共有〃!个，就对应 det 定义式中包含的 n ! 


• • • 


项 


3) 每项前面应带正、负号.如果以2… L 是一个偶排列，贝 ! J 

这一项前面带 正号; 而如果 


是奇排列，则该项前 




川 2 


I 


I n 


n 


n 


面带负号. 

下面我们将 证明： det ( A ) 就是 M „( iO 上的行列式函数， 因此: 
我们今后称 det ( A ) 为方阵 A 的行列式或简称它是一个〃阶行列式. 


定理 2.1 detG 4) SM „( iO 上唯一的行列式函数 

证当 w = l 时 det ( A ) 


前面已指出结论 成立. 下面设 


(2 ii 




9 


n^2 


( i ) 证 det ( A ) 为列线性函数.设 A 第々列为两向量线性组合 


m 


A = ( a } 


Xa + ••• a n ) ， 


• • • 


m 


^i= («i 


O 


a 


• • _ 


• • _ 


m 


^2 = (^i 


a ) 




•攀 • 


• • • 


即 a 的第々个列向量 


b 


<^\k 




b 2 


<^2 k 


<^l 


— A 


o^ k = 


b 


a 


nk 


n 


n 
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那么 


det(A)= 2(— 1) 


NU 


n 


/7 - 1 • • - I • • 

Ut i l Ut k k u 


t n 


n 


2( — 

义2( - 1 严 1 … •’々 

+ 1严 (,1 …、〉 


(^i k + ^bi k )^ 9 d 


• • • 


t n 


n 


a 


a 


i n 


k 


n 


t n 


n 


Xdet ( Ai ) + " det ( A 2 )， 

n 的所有可能排列求和 




其中和号 2] 表示对1，2 

( ii ) 证 detU ) 反 对称. 设 A 的々，/两列向量相同 


a \k 


^11 


Cl \ 


a tk 


a Zl 


<2 之 


a 


nk 


nl 


n 


考查 det ( A ) 表达式中如下两项(注意々， / 为取定正整数) 


(—1 严 1 .rt—/ … , ” ) a 


a 


a 


a 


l 


f n 


k 


n 


= ( — i 严/广、…，?… 

(— i/W.V.Va 

= ^ — i )〜(，、••”/•••&•••’ 


n 


t^n 9 


h 


n 


a 


a 


a 


k 


t n 


k 


n 


n 






n 


上两式黑体部分相同，由命题 2. 5知上两项相加为0,这表明此时 

det(A) = 0. 


( iii ) 若 A =£ ，则 


1 ，若 i k = k ， 

0，若“尹々• 


a 


k 


Nil 2 … n) 


由此立得 det (_£) = ( — 1) 

综合上面三条结论，又由命题 2. 2,即知 detG 4) 是 M „( iO 上唯 
一的行列式函数. ■ 

推论，设 A =( a ,,) 为数域 K 上的 n 阶方阵，则 

1^1= 2 (—1) 

( ， V.2 … 


a n a 2 2 99m CL 


nn 


NU 


\ l 2 


n 


a \ i ^ a 2 i 


a 


nt 9 


n 
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其中和式为对前〃个自然数的所有可能排列 hh … L 求和 

证设= (4) ，则 aij = aji . 按命题 2. 3有 

| A |= V | =刃 （ -1 严 ,1>2 ◊ 

( V 2 …*”） 

= 2 (— 1) 

(: VV.V 

上面的推论说明 | A | 的完全展开式的《!个项中，每一项也可按 
行角标的自然顺序排列，然后对列角标的所有可能排列求和. 

对数域 Kin 阶方阵(叫），去掉 A 的第£行第 ） 列得到的 
n -1 阶方阵记做乂(丨).我们有 


a 


t n 


n 


w 2 . 


n 




n 


a 2\ 


a 2 是一 1 ^2 是 +1 


a 2n 


• • _ 


A ( l ) 






a 


a 


々 + 1 


k-l 


n 


nn 


按照上面的推论，我们有 


2 (― 1 广 A 


in> 


det ( A ( D ) = \ A (\) \ = 


(3) 




n 


(V’3 … V 


其中九 7V" 办是 n —1 个自然数 1，2，”4 — 1，々+ 1, 

列，和号表示对所有可能的 (《 — 1)! 个这种排列求和. 

对数域 K 上的 n 阶方阵 A= (%)，我们有 


n 的一个排 


• _ « 


定理 


n 


|劓= 2( — l) 1+ Wdet(A(D) 

k=l 

liE 设 £i = (()，••• ，o，i ，()，••• ，o)(z = i ，2， 

空间 iC 1 的坐标向量.若设 A 的行向量组是 A 


det ( A ) ~ 


打) 是尺上 维向量 

，…，《”，则 


• • _ 


^2 


71 


S ⑽ 


a 


^2 


A = 


^2 


a 


n 


a 


n 
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按命题 2. 4 ， det(A) 是行线性函数，故 




n 


a 2 


det(A) = ai k det 


(4) 


a 


n 


这里 


0 


0 


0 


0 




a 2k—l a 2k 


a 2n 


a 2 


a 21 


^nk— 1 ^nk 


a 


a 


nn 


n 


按上面的推论，有(注意第一行仅第々个元素等于1，其他元素均为 0) 




a 2 


'y : ( 一 1 ) N ( k hh 


) 


det 


n 


a 2 j 2 a Zj z % " a 


nj 


n 




) 




n 


a 


n 


其中和号是对 n —1 个自然数1，2,…，々一 : M + l 
的排列 


n 的所有可能 


9 


求和，显然有 
N ( kj 2 j 3 - j n ) = k - l -\- N ( j z j y ： j n 、 

中恰有 k -1 个数小于々） . 利用上面关于 




n 


(因为 ）2 
det 04(!)) 的表达式（3)，得 


J 3 


Jn 


• • • 






(— 1) 々- 1 2 ( — 1 严(从 


det 


a 2 j 2 a 3 j z 9 " a 




符） 


n 


()2)3 …夂) 


a 


n 


= (- 1) 奸 1 det04(!)) 


以此代入 (4) 式即得 


n 


det(A) =2(—1) 

是 =i 

现在具体地给出 n = 2 ^ 时 detG4)= |A| 的表达式. 
当 n = 2 时，令 


1+是 


aikdet (A (1)) 
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< 2 n a 12 


A = 


^21 a 22 


现在 A(\) = (^ 22 ) ^( 2 ) = (“ 21 ) ，故 detA(i) =“22 fdetACl) = a 2i . 于 
是，按定义 


a ll a l2 


det(A) 


= Cl\\Cl22 — ^ 12^21 




<^21 a 22 


它恰好是把二阶方阵 A ( 正方形表格)两条对角线上的元素相乘再相 


减 


当 w = 3 时，令 


<2 n <2 12 <2 13 


A = 


<^21 <^22 <^23 


- a 31 a 32 a 33 


现在 


<^22 <^23 


A (；) = 


a 32 a 33 


a 21 a 23 


A(l) 




a 31 a 33 


^21 a 22 


AO = 


a 31 a 32 


相应的函数值是 


l^(i)| 

ua>i 

\A(l) I = 


=<^22^33 — a 23 a 32 


^21 a 33 ~ a 23 a 31 9 




<^ 21^32 — ^ 22^31 


于是，按定义 


a 


a n 


a 13 


12 


det (A)= 


a 2l a 22 a 23 


a 3l a 32 a 33 


^(!) l - a 12 ua)l + a 13 ua > 


= 

=^ 11 ^ 22^33 ^ 12 ^ 23^31 ^ 13 ^ 21^32 
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—^ 13 ^ 22^31 — ^ 11 ^ 23^32 — ^ 12 ^ 21^33 


所以，对一个三阶方阵数量函数 det ( A ) 的表达式中出现6 项. 它 
们可以用下面的图 3. 3表示.图 3. 3中用实线相连的三个元素连乘 
前面取“ + ”号，用虚线相连的三个元素连乘前面取“ 一”号 .恰为三项 
取正号，三项取负号. 


^11 


a 


a 25 


^21 


22 




^32 




图 3. 3 


命题 2. 6我们有 


^11 


0 


^21 ^22 


= a ll a 22 


ntf 


a n\ a nZ 


证对 w 作数学归纳法 . n = l 时显然成立.设上面公式在 n — 1 
阶方阵时已成立，那么对 w 阶方阵 


0 


<^21 <^22 


A = 


^nl ^ n 2 


nn 


因为按归纳假设有 


0 


a 22 


det^l(i) 


= a 22 




nn ， 


<^ n 2 


nn 


于是按定理 2. 2 有 
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det ( A ) = a n detA ( i ) 






nrf 


3. 行列式的性质 


前面的讨论中已经证明了行列式的一些基本性质，现在对此作 
一个小结,把这些基本性质罗列如下. 

性质1 行列互换，行列式的值不变，亦即^ | = | A |. 

性质2 两行(列)互换，行列式值变号. 

性质3 若行列式中某行(列）每个元素分为两个数之和（即某 
行(列）向量为两向量之和），则该行列式可关于该行(列)拆开成两个 
行列式之和.拆开时其他各行(列)均保持不动. 

性质4 行列式中某行(列)有公因子 xeK 时,; I 可提出行列式 


夕卜 


性质 S 把行列式的第）行(列)加上第/行(列）的々倍后，其值 


不变 


性质6 —个 n 阶方阵 A 不满秩(即 rG 4)< n ) 时，其行列式为 
0 . 特别地，如果 A 有两行（列）元素相同时， | A | =0;或 A 有一行 
(列)元素全为0时，丨 =0. 

以上性质1即为命题 2. 3;性质3和4是 det ( A ) 为行(列）线性 
函数（定理 2. 1和命题 2. 4) 的另一种 说法; 性质2和5即为命题 
2 . 1;而性质6是 det ( A ) 为行列式函数的直接推论. 

根据性质1和命题 2. 6,我们有 


a ll a l2 


a n 


o 


a 22 


^2 n 


<^12 <^22 


= ^ 11^22 


nn» 


o 


^\n ^2n 


nn 


nn 


我们已知一个 《 阶方阵可用行、列初等变换化为阶梯形矩阵，从 
上面的公式可以看出，阶梯形矩阵的行列式值等于其主对角线元素 
的连乘积.而性质2,4,5说明方阵做初等变换时其行列式值发生什 
么变化.因而，这些性质给出计算行列式值的一个有效方法. 
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例 2.1 计算下列行列式的值 


- 2 


5 




1 — 9 13 


A\ = 


3 


5 






-10 


利用行列式性质 2,4,5 把它化为阶梯形，再利用上面公式 
计算出它的值.步骤 如下： 


1 一 9 13 


— 2 


|A| =— 


3 


- 5 




—10 


1 


13 




0 — 13 25 


17 


26 - 34 - 26 


0 


26 - 33 - 24 


0 


1 - 9 13 7 


1 - 9 13 7 


0 - 13 25 17 

0 16 8 


0 - 13 25 17 


0 


0 16 8 


0 


0 17 10 


0 


0 


0 0 


—(— 13) • 16 • ~ = 312. 




例 2. 2计算下列行列式 


1 




A 




1 _ 1 




通过观察发现此行列式第 2,3,4 列元素之和为 0, 故利用 
注质 5, 把其第 2,3,4 行的 1 倍加到第 1 行，再利用行列式定义，得 
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4 


0 


0 


0 






A I = 


= 4 _ 1 


—— 1 — 1 


II -1 

然后对右边三阶行列式应用例 2. 1的方法，得 




1 - 1 






A | = 4 0 


— 2 


0 — 2 = 一 4 0 


0 


0 — 2 

— 4 • (― 2) •(— 2) 

例 2. 3 计算初等矩阵的行列式. 

解 初等矩阵是由单位矩阵做一次初等变换得来的.已知 
|£丨=1,故由行列式性质2,4,5可知 

(i) \Pniuj) | = — |£ | = — 1 ； 

(ii) |P n (A • O I =A|£|=A (A^O )； 

(iii) \P n ik • i f j) I = |£I =1, 

\p'n^ • Z = \Pnik • ijj) I =1. 


0 — 2 


0 


0 


—16 






行列式对任意行(列)的展开公式 


# 


给定(尺).前面用表示划去 a 的第/行第 j 
列后所剩的； 2—1 阶方阵，其行列式 k ( i ) l 称为 a 中元 素叫 的余子 
式. 为了简单起见，我们把％的余子式简单地写成 A 4( 只要从上下 
文可以清楚地知道它代表的是哪个方阵中元素的余子式，不会产生 
混淆).这时定理 2. 2可以写成 


71 


\A \ = ( — l) k ^~ l aikMik 

k=i 

它也称为《阶行列式 M I 对其第一行的展开公式. 

现在我们来 证明： 行列式可以按它的任意一行或任意一列来展 
开.为了把下面所要论证的一般展开公式写的简单明了，我们先介绍 
一个重要的概念. 

定义设 (%)为一数域尺上的《阶方阵， M ,, 为第£行第 j 
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列元素叫的余子式.令 


(- 1) 叫 O 


A {j = (— 

称之为元素 a, ,的 代数余子式. 

注意余子式 M, v 和代数余子式 A, 都是划去 A 的第 i 行第 j 列元 

素得出的，所以它们的数值恰与 A 的第 f 行元素及第列元素无关. 
换句话说，如果改变 A 的第〗行和第 j 列元素，其他元素不动，那么 
余子式 M, v 和代数余子式都没有变化.这一点对我们讨论某些问 
题是有用的. 




求 


例 


—1 


0 


A = 


0 


0-31 


的全部代数余子式. 

按定义，有 


0 


A n = (- 1) 1+1 M 


11 


— 3 1 


0 


A 12 = (- 1) 1+2 M 


— 2 




12 


0 


^i3 = (- 1) 1+3 M 


=— 6 


13 


0 - 3 


0 


A 2 i = ( — 1) 2+1 M 2 i = 


=— 3 


- 3 1 


(- 1) 2 + 2 M 22 = 


^22 


= —1 




0 


-1 


0 


(- in = 


- < 4.23 


=- 3 




0 — 3 


0 


A 31 = ( — 1 ) 3+1 M 3 i = 


一 1 




0 
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A 32 = (- 1) 3+2 M 


32 


0 


-1 0 


a 33 = (— 1) 3+3 M 33 = 


-1 




利用代数余子式的概念，行列式对第一行的展开公式可以写成 


A I = a n A u + a 12 A 12 + ••• + a u A 


In 


命题 2.7 〃阶行列式 | A | 可按任意一行和任意一列展开，展开 


公式为 


A\ = a n A n + diiAn + ••• + a in A in {i = l ， 2r.. ， w) 

A| = aijA Yj + <2 2 ) 乂 2) + … + “njA n j (J = 1 ， 2 ， 

证 首先证明对第 £ 行的展开公式，再利用行列式性质 1 来证 
明对任一列的展开公式 . i = l 时即为定理 2. 2,已经成立.下面设 


n) 


• •壽 


9 


9 


i >\ 


如果把矩阵 A 的£行与£ — 1行互换，再与 t •一 2行互换，…，最后 
与第1行互换，共经过/一 1次相邻两行的互换，此时原第/行换到第 

1行，而其他行则各向下推移一行，它们之间的相对位置没有变化. 
最后得到的矩阵记做 X . 由行列式性质2, | A | =( — 1广 1 1 A |. | A | 
和 IZ I 的余子式分别记做 A 4 和它们的代数余子式分别记做 

fP A >显然有 


M lk = M ik ( 是 =1 ， 2, 


n). 


• •鲁 


因而 


(— iy +k M lk = (- iy +k M ik = (- i) 1+i ( - iy +k M ik 

=(— l) 1+t A 

把 I z I 按第一行展开(注意 11 1第一行元素为 

|^| = <2«1^11 H - a i2^12 + …+ 

2 aik ^ 


A 




lk 


ik 


^in ) 


dil ，山 2 ， 


• • • 


A 


a 


In 


tn 


lk 
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n 


n 




(— l) i+1 A 


a ik 


0 


ik 


n 


(- iy +i ^ik^^ik • 




而 


\A\= (- 1)叫頁 I 


n 


iy +1 ^^<2ikAik 


一 i 


(-1)， 






n 


^cukA 

k=i 

下面证明 IA I 对其第 j 列元素的展开公式. A 的第 ^ /列为 A 的 
% j 行，而 U ()) V = A ! ( i ) ，故按行列式性质 1 及对第 j 行的展开 
公式，有 


ik 


| 1 = A f 


n 


2 )( — i) i+k d k j \A f d) 


n 


2^(- D ^ i ^(>) 


n 


k=i 

有了命题 2. 7 之后，我们计算行列式时，可以挑其中零最多的行 
(列)来展开. 

例 2. S 计算行列式 


-1 


0 


0 - 1 


0 


A 


0-10 


0 


0 




0 0-1 


0 


0 0 


0 


对第三列展开，得 
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0 - 1 


0 - 1 


0 


0 


1 + 3 


A\ = I - A 


( 一 1) 




13 


0 — 1 


0 


0 


0 


0 — 1 


0 — 1 


0 


0 


A 


0 


0 - 1 


0 


0 


再把最后所得四阶行列式对第二行展开，得 

IA | = | A | = (― 1) • A 22 


0 - 1 


2+2 


(一 1) • (― 1) 


0 — 1 




0 


0 _ 1 


0 - 1 






0 


2 


2 






2+2 


— ( — 1 ) # ( _ 1 ) 




下面我们来介绍一个重要的行列式. 

例 2. 6 证明范徳蒙徳 (Vandermonde ) 行列式 


1 


• •鲁 


a 


^2 


a 


n 


丄丄 (a f — aj) 


a 2 n 


2 2 

af a{ 


A 




• » • 




l<j<i<n 


n _ 1 


n—1 


n —— 1 


a 


a 


n 


其中的 II 是连乘积的记号.等式右端表示对 
作所有可能 的差： 


这^个数 


d \ 9 ^ 2 ， 


9 dn 


• • • 


a<j<i<n) 


CLi — CL 
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然后把它们连乘起来.具体写出来，就是 

J ^[ — aj ) 


(a 2 — a x ){a z — a x ){a A — 一 a x ) 






X (a 3 — a 2 )(a 4 — <2 2 ) ### (a n — a 2 ) 

X (a 4 — (a n — a 3 ) 


X 


X (a n 


戊 n 一 1 


证采用数学归纳法.当 w = 2 时，有 


= ^2 — ^1 


a 


a 2 


命题成立.设对 H — 1阶范德蒙德行列式命题成立，证明对;2阶范德 
蒙德行列式 | A |,命题也成立. 

在 I A I 中将第72行减去第1行的 A 倍，第 

-2 行的七倍，….即由下而上依次把每一行减去它上面一行的 

倍，有 


1行又减去第 


n — 


ai 


n 


dt ~ ci \ 


— ^1 


<^n ~ ^1 

dl — aia n 


2 


A I = 0 


^3 一 a l a S 


— a x a 2 


• •• 


n-2 


n-2 


n—1 


n-2 


ft — 1 


n—1 


a n - a x a n 


dz — 

fl 2( fl 2 — fl i) ^3(^3 — ^1) 


dn ~ ^1 

Clni^n ~ ^l) 


^2 — a l 


• •• 


^T~ 2 ( a 2 ~ a \) W 一 2 (<2 3 — a x ) 


a^T 2 (a n — a x ) 


• •• 


^2 


a 


a 3 


71 


( a 2 — ^1)(^3 — — ^l) a \ a 3 


OTn 




n — 2 


n — 2 


n-2 
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最后得到的是一个 n - 1 阶范德蒙德行列式.根据归纳假设，它等于 
所有可能的差 


(a t — aj) (2 O << w) 

的连乘积.而包含 的差 a , — ai (/=2,3, … ， w ) 全在前面的因子中出 

现了，因之，命题对 w 阶范德蒙德行列式也成立 .I 

阶方阵行列式的计算带有较多的技巧性，必须细心地观察该 
方阵的特点，然后利用行列式的性质加以化简.下面再举两个例子. 

例 2. 7给定数 域尺上 72阶方阵 


n 


xy 0 

1 jC-\-y xy 0 

0 1 xy 0 


0 


0 


0 


An = 


0 


xy 


1 


0 


0 


试计算的行列式. 

解当 w = l 时 ， HI = x +3；， 

当 w = 2 时， \ A Z \ = ( jc -\- y ) 2 — a:y = x 2 -\- joy-\-y 

对把 | A „| 按第 1 列展开，得 


A n \ = {x + y ) \ A n - l I — xy \ A n ^ z 


故 


1^31 = (^： + y ) \ A 2 1 — xy \ A x \ 

x z + oc z y + xy 1 + y 3 . 




bX \ A 1 \,\ A 2 \ 9 \ A z \ 的上述表达式立即可以猜想 


71 — 2 


： y 2 + …+ ocy n ~ l + y n 


I 凡 I = ^ + + 


X 
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n 


下面使用数学归纳法.设命题 S n < k 时成立，贝! j 当 ?2 =々+ 1 时，有 


1 = \ ^k I _ I ^k—\ 

=U + y ){ x k + • r *、+ … + 巧卜 1 + y ) 

+ y -i > 


— Joy ( x k ~ l + 

P +1 + 工走 3 ； + … + xy + y k 


k-2 


k — 2 


3 ; + … + xy 


X 


+ 1 




即命题当 n = k + l 也成立，于是猜想成立.写成较简明的形式，就是 


n+1 


y n ^ l )/(x — y ) ,当 j ： 古 y 时 


O 




A n I = 


当 


J 时. 


{n \)x 

例 2 . 8 计算如下 rz 阶行列式 


n 


X 




b b 


b 


a 


b 


b 


a 


c 


• • • 


D 


c 


c 


a 


n 


b 


a 


c 


c 


这个行列式的特点是，主对角线上元素都是 a ， 其上半元素 
都是仏其下半元素都是把第一行写成两向量 之和： 


ia ， b ， b ，...， b 、= (a — 6 , 0 ,…， 0 ) + ( 6 , 6 ,…， 6 ) 

那么，按行列式的性质得 


b b b 


—b 0 0 


b 


0 


a 


• • • 


b 


b 


b 


b 


c 


a 


c 


a 


D n = 


b 


b 


c 


c 


a 


c 


c 


a 


11 1 


1 


b 


b 


c 


a 


ia - b ) D n ^ + b 




b 


c 


c 


a 
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b — 


b — 


0 


CL — C 


C 


C 


• • • 


= (a — b)D n ^i + b 


b — c 


0 


0 


a — c 


n— 1 


=(<2 — b)D n -i + b(a — c) 

D n 行列互换，其值不变.但行列互换实即6与 e 互换，于是我们 


又有 


n ——1 


D 


(a — c)JD n -! + c(a — 3) 

当 b 关 c 时，由上两式消去，得 




n 


b{a 一 c) n — c(a 一 b) n 


D 


n 


b — 


c 


当 6=c 时，有 


-1 


D n = (a — b)D n -i + b(a — b) n 

=(a — b) 2 D n ~2 H - 2bCa — b) 

ici — b) 3 D n ^ 3 + 3b (a — b) n 


n — 1 


一 1 




»—1 


(a — b) n ~ 1 Di + (n — l)b(a — b) 
=(a- b) n + nKa — by 




-l 


行列式的其他重要性质 


下面是分块矩阵行列式的重要性质. 

命题 2. 8给定数域 K 上分块 rz 阶方阵 

A C 
0 B 

其中 A 为&阶 方阵•则 |A/| = |Z| • |5|. 

证对々 作数学归纳法.当々=1时对第1列 展开: 


M = 


C 


a w 


M = 


0 B 
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1^1 = 1^1 - \B\. 

现设对 A % k 阶方阵时命题成立，当 A 为 A + 1 阶方阵时，把 | A /| 按 
第1列展开： 


11 


A +1 


M | = >: ( 一 1 \ M {\) 


注意到 


^Ci) C t 
0 B 


M (\) = 


按归纳假设，有 


MCi) I = \ACi) I \B 


代回 I Af I 的表达式，有 


a+i 


\M\ = ^ ( — 1) 

i=i 

= ⑷ • I 召 I 

推论给定数域尺上的 〃 阶准对角矩阵 


+ 1 


^(\) \B 


A 


0 


A 2 


A = 


o 


A 


则 


\A\ = \A X I \A 2 1 ••- \A S \ 

证反复应用命题 2. 8 即可得证. ■ 
现在考查实数域上的72阶方阵 


“ 11(0 Ui2 Ct ) 
“ 21(0 ^22 ) 


a u (t) 

(广） 


• • • 


• • • 


A(t ) = 


i(^) a n 2 (t) 


⑴ 


nn 
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其中为幵区间 ( a ，6) 内的可微函数.应用数学分析的知识立即 
可以看出行列式 | A (?)| 也是 U ，6) 内的可微函数.现在来导出 


d 


& 1^40) | 的计算公式.令 




“ 11(0 


⑴ 


⑴ 


t ——1 n 


a n (t) 

4 + 1 1 (0 


4 ⑴ 


Ait)= 


nit) 


⑴ 


i (0 


nn 


即凡心)为将 a ⑴的第/行求微商，其他行不动所得的^阶方阵 

命题 2. 9给定实数域上的72阶方阵 


“ 11(0 (1\2 Ct ) 

“ 21(0 ^ 22(0 


ai n ( t ) 

d 2n {t) 


• • • 


• • • 


Ait) 




(t) 


a n \(t) a n2 (t) 


nn 


其中 叫 ( O 为开区间 ( a ，6) 内的可微函数.则 | A (0 I 也是 ( a ，6) 内的可 
微函数，且 


d 


i^uoi = 2 i 儿⑴ I 


ck 


证利用定理 2.1 的推论，有 
d|^| d_ 

cU ck 


2 (-1 严 


a lfl ⑴ a 2 , 2 0) 


⑴ 


1*2 


(, *l f 2 


S 2(- i ) 


N(, l f 2 




⑴… <2 m ⑴ 


a 


m m m 


ki k 


A=i ii x i 2 
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^11 Ct ) ^12(0 


Clin(t) 


• • • 


s 


(t) a t9 (t) 


(0 


1(0 CZ n 2 Ct ) 


(O 


mi 


命题 2. 9 表明，对于由函数作元素的; z 阶方阵的行列式求微商 
时，等于分别对每一行求微商再连加.由于行列式中行与列是平等 
的，所以也可以分别对每一列求微商再连加起来. 


习 


1. 在紙 ( ZO 内定义如下三个数量函 数：若 


a n 


^\n 


12 


^21 a 22 


a 2n 


A = 


^n2 


则令 


f ( A )= 


a ll a U mmma ln 


g(A) 


a u a 2 r ^ a nl 




h ( A )= 

证明： / G 4) 是列线性 函数； gG 4) 是行线性 函数； AG 4) 既是列线性, 
又是行线性函数. 

2.设 / G 4) 是 M n ( K ) 0 z >2) 上的列线性函数.证明下面三个命 
题互相 等价： 

(1) / G 4) 为反对称列线性 函数； 

(2) 互换 A 的•两列 (¥)) 得方阵5时, /(5) = —/ G 4); 

(3) 将 A 的第 j 列加上第/列的是倍得方阵 B 时, /( B ) 


^11^22 ⑽. 


=/( A ) 


3. 证明在 M „( iO 内存在无穷多个满足如下条件的列线性函数 
/( A ) :若 r (^4)<? z ， 则/(^4) = 0. 
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4•设 fiA ) 为 上的反对称列线性 函数. 如果存在 
一个 Ao ^ iMniK ) , rMo )=” ，使 /( Ao ) = 0, 证明 f ( A )=0. 

5. 求下列排列的反序数，并判断它是奇排列还是偶排列. 

985467321 
n(n — 1 ) (w — 2) ••• 321; 

6. 选择 z •与•，是<9)使 

(1) 1274/56々9成偶 排列； 

(2) 1/25 M 897 成奇 排列. 

7. 在六阶行列式中， 


23145 


375149； 

(272 + 1)(2^-1) — 531. 


9 


以及 


^ 23 ^ 31 ^ 42 ^ 56 ^ 14^65 


^ 32 ^ 43 ^ 14 ^ 51 ^ 66^25 


这两项应带什么符号？ 

8. 写出四阶行列式中所有带负号，且包含因子 a 23 的项 

9. 证明： 


ci\ cii <Xi a 4 ^5 


b x b 2 b z b 4 b s 

0 0 0 =0 

di d 2 0 0 0 

0 0 0 


^1 C 2 


e l e 2 


10. 求 


2 x 


fix )= 


11 1 


中: r 4 与: T 3 的系数. 

11 •由 


1 


1 


= 0 


1 
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所组成的排列中，奇、偶排列各占一 


证明： 前^个自然数1，2, 


• • • 


， W 


坐 

• 


12. 求 


a 


a 


a 




a 2j x a 2j 


a 


24 


2 


(V2 … V 




a 


a 


a 


n h 


nj 


n h 


n 


其中和号表示对前 n 个自然数的所有可能的排列 

13. 设 /(A) 为 Af„(iO(»2) 上的反对称列线性函数且 f ( A ) 
^0. 证明存在尺内非零常数使 f ( A )= adet ( A ). 

14. 设在 A/ 3 (X) 内数量函数 det(A) 已定义，写出 M 4 (K) 内 
detG4) 的定义式. 

15. 给定如下 4 阶方阵的行 列式： 


求和 


Jlj2 … J 


n 


-1 2 


0 


0 1 




- 3 1 


0 


0 


求余子式 A / i 3 ， A / 31 ，从 

16. 设 A 是奇数阶反对称矩阵 ： W = _ A ， 证明： | A |=0 

17. 证明 


24 




1—1 0 


0 


• •參 


1 


0 




0 


= 0 


-1 


0 


—1 0 


0 


18. 计算下列行列式的值 
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2 


4 


0 — 1 2 1 


( 1 ) 


(2) 3 2 


0 0 2 1 


0 


4 


0 0 0 3 


2 


0 


4 




1 -2 


0 


2 0 


3-2 


— 1 


0 


(3) —1 3 5 


(4) 


1 2 


9 


4 — 1 0 一 3 


3 


3 


2 




0 


0 1 




2 


0 一 1 1 




3 0 12 


(6) 3 


(5) 


0 


1-12 1 


1 


0 


10 3 






0 


19. 计算下列行列式 


l+x 1 


x+y 


x 


y 


l-x 1 1 

1 1 + 3 ^ 1 

1 1 1 -y 


( 2 ) 


(1) y oc-\-y 

x+y 


x 


y 


X 


(a + l ) 2 (a + 2) 2 (a + 3) 

b 2 ( b -\- l ) 2 (6+2) 2 (办+3) 

( c +1) 2 ( c +2) 2 ( c +3) 

d 2 ( d +1) 2 ( d +2) 2 (朴 3) 2 


a 


(3) 


2 


C 


12 3 4 

2 3 4 1 

3 4 12 

4 12 3 


0 


3 111 

13 11 

113 1 

1113 


a 


b 


0 


( 6 ) 


(5) 


(4) 


0 


c 


d 


b 


a 


c 


20. 证明 
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+ b 


b + c 


a 


b x + Ci c l + a x a x + b 
b 2 + c 2 c 2 + a 2 a 2 + b 


b 


a 


c 


= 2\cii bi c Y 

b 2 c 2 


^2 


21. 求下列方阵每个元素的代数余子式 


- 3 1 


0 


A = 


0 


并写出对第二行和对第三列的展开公式 


4 




0-5 3 0 


1对第三行的展开公式. 


22. 写出行列式7 


0 2 






0 1 




0 


0 


23. 证明 


a n 


ci \ 


n 


a 2n—\ 0 


a 


21 


(- 1 ) 


2 


d\ n dln-\ mmm Cln\ 




0 


a n i 0 


令 


24. 给定 n — 1 个互不相同的数 


d\ ， 


9 — 1 


• • • 


， 


n — 1 


X 


X 


X 


Cl \ 


w— 1 


a l 


Pix ) 




n — 1 


a 


a 


a 


n— 1 


n — 1 


n — 1 


(1) 证明： PCr ) 是一个 rz — 1 次多项式 





(2) 求出尸 Cr ) 的 n —1 个根. 

25. 设给定 n 阶方阵 A = Uj ) ，将其每个元素乘以 b ^ db ^ O ) 

后得到《阶方阵凡 证明： 1剑=|5|. 

26. 计算下列 n 阶行 列式： 


^1 


x x 


X 


a 2 


x 


x 


x 


( 1 ) 


X 


X 


x a 


n 


2 n -1 


2 3 


n — 


n 


■ ■ ■ 


4 


n — 1 


n 


n 


• •肇 


4 


n 


n 


n 


( 2 ) 


n — 1 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 
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o o 


0 5? 


n 


n 


n 


n 


70 70 70 

12 3 

a a 




■ • • 


2 


a 


a 


o 


0 0 5 


1 2 
a a 


To 


• • • 


a 


a 


0 5 7 


n 

A- 

2 


12 2 
a a 




a 


a 


5 7 2 


IX 1M 1M 

a a 


To 

IX 


0 0 0 


7 2 0 


o 


a 


a 


3 


4 
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2 cosa 


0 


0 


2 cosa 


0 


2 cosa 


(5) 


0 


0 


01 2 cosa 




a 2 a 3 


a 


n 


0 


0 


— x x x 2 


• ■ ■ 


• • • 


0 —X 2 x z 0 


0 


( 6 ) 


0 


0 


0 


— x 


x 


■ ■ ■ 


n —1 


n 


27 .设 /,( x ) 是数域 K 上的/次多项式，其首项系数为 ai(i = 0 f 

— 1). 又设，6 2 , …，^ 是尺内一^ 组数. 试计算下列 w 阶行 


1，2, 


• •鲁 


n 


列式 


fo(bO f 0 ib 2 ) 

fiOh) f x (b 2 ) 


fo(bn) 

A(b n ) 


• ■馨 


• ■馨 


fn~l(b n ) 


fn-l(bO f n ^(b 2 ) 


• ■ ■ 


28. 试计算下面〃阶行 列式: 


cosa 


cosa 2 


cosa 


n 


COS2^2 


cos 2 «i 


cos2a 


n 


cos(n — l ) a x cos(/z — l)a 


cos(n — l)a 


• • • 


n 
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§3行列式的初步应用 


在这一节里，我们应用行列式理论来讨论线性方程组和矩阵论 
中的若干问题 


1. 齐次线性方程组 


首先证明一个重要命题. 

命题 3.1 设 A 。 是数域尺上的一个；2阶方阵，则 A 。 满秩的充 
分必要条件是其行列式 \ Ao \^0. 

证 必要性 n = l 时显然成立.设.在風(尺)上定义函数 

f ( A )=0. 它显然是反对称列线性函数.若 t ( A 0 ) 

0 .则 det ( i 4 0 )=/( i 4 0 ) = 0. 由第二章命题 5. 2的推论1 知儿可单用 
初等列变换化为五,再由本章命题 2. 1的推论知 det (£)=/(£) = 0, 

矛盾. 故 det ( A 。) 尹 0. 

充分性因为 detC 4) 为行列式函数，由定义可知. | 

现在来讨论〃个未知量;2个方程的齐次线性方程组 


但 det(A 0 ) = 




a U ^l + ^ 12^2 + ••- + ^\nX n = 0 , 

“ 21 工 1 + ^ 22^2 + ••• + Cl ln X n = 0 , 


工 1 + ^n2 X 2 + …+ “ 


= 0 


nn 


根据第二章定理 3. 1的推论，上面的齐次线性方程组有非零解的充 
分必要条件是其系数矩阵 A 的秩 r ( A ) 小于未知量个数 w . 现在是 
一 个 w 阶方阵，由命题 3. 1 , r ( A )< C.n 的充分必要条件是| =0 .故 

有如下重要结论. 

定理 3.1 数域尺上的《个未 知量; a 个方程的齐次线性方程组 
有非零解的充分必要条件是其系数矩阵的行列式为零. 

这个定理告诉我们：如果这样的齐次线性方程组系数矩阵的行 
列式不为零时，它就只有零解.注意这定理仅限于《个未知量 n 个方 
程的情况. 
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逆矩阵 




首先我们介绍数学中一个常用的记号.命 

当/ = ) 时， 

当 z •关） 时. 

这个记号称为克朗涅克 (Kronecker) 记号 . 利用这个记号，许多数学 
式子就可以写的比较简洁.例如，单位矩阵£可以写成(知），即£的 
/行 j 列元素为知 • 


1 


d 


0 


命题 3 


阶方阵 A = (%)的行列式 IZ | 和它的代数余子式 


有如下关系 


+ \ A\j 


(/，）=1，2, 


n) 


■ ■ • 


a u A l j^a2iA 2 j+ 9m9 +a ni A nj = d ij \A\ 


证当 i = j 时上面两个等式即为命题 2. 7. 下面来证的情 
况.我们只要证明了第一个关于行的公式，那么，由行列式的性质1, 
第二个关于列的公式就随之成立. 


把 A 的第行元素换成 
相同，故|7|=0.把|7|对第 > 行展开，就有 

a ix Aji + + …+ 


得矩阵克 A 的£， 7 •两行 


^il 9 Cl{2 ， 




A jn = \ A \= 0. 

其中利用了 I 与 A 仅是第 j 行不相同，故 I 亙 I 第）行元素的代数余 
子式与 M | 的第 > 行元素的代数余子式相同 .I 


给定数域尺上一个《阶方阵(《>2) 


a n a i 2 


d \ 


a l\ a 22 


a 2n 


A = 


a n2 


nn 


用 m I 的代数余子式排成如下一个〃阶方阵 


A 


A 


^21 
A\2 A22 


11 


^ n 2 


• • ■ 


A 


^2n 


A 


nn 



三章行列式 


198 


(即，的/行 > 列处放置代数余子式称为 A 的伴随矩阵.根 
据命题 3. 2,有 


( 〉 ] a t^jk I 

' k=l 1 


(~|A|) = \A\ 


AA 


菁 




(^ 1 ^ki^kj ] 

y k=i 1 


=(^,*> I A I ) = \A \ • £ 


A^A = 


如果 | A |#0, 则有 


A^A = A 


A^\ = E 


A 


A 


这表示此时 Z 可逆，且 


—i 


A 


A 


菁 


反之，若 A 可逆，则由第二章命题 5. 4知 A 满秩，再由命题 3. 1 
知 | d |#0, 于是有意义，那么，它就是 A 的逆矩阵.故有 

定理 3. 2 n 阶方阵 d 可逆的充分必要条件是 | v 4| 关0.在 A 可 
逆且时，有 


一 1 


A 


A 


菁 


— 


J 3.1 给定矩阵 


—1 


0 


A = 


0 


0-31 


有 


—1 


0 


A 


2 


1 0 




0-31 


-1 


0 0 


0—31 


- 3 1 
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=- 7关0 


WLA 可逆.在§ 2的例 2. 4中已经算出 | A | 的全部代数余子式，于是 
可写出 Z 的伴随矩阵 


An A 2 i A 3 i 

^*12 ^*22 ^*32 

^13 ^23 ^33 






1 - 3 




— 2 




— 6 ——3 ——1 


那么，乂的逆矩阵是 


1 




一 1 


A 


A 


并 


— 2 — 1 








\A 


_ 6 一 3 一 1 


下面再来讨论72个未知量；2个方程的线性方程组 


以 11 工 1 + a 12 X2 + …+ <^ ln^n = 

a 2 \X x + a 22 x 2 + ••• + a ln x n = b 2 


( 1 ) 


= b 


a n \^\ + ^ n2 X 2 + … + “ 


X 


nn 


n 


n* 


命 


a n a 12 


ci \ 


n 


a 2l a 22 


^ 2n 


A = 


a n2 


a 


nl 


nn 
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b 


工1 


b 2 


工2 


X = 


B = 


b 


则方程组可写成 


AX = B 


( 2 ) 


现在 ( 1 ) 的系数矩阵 Z 是一个〃阶方阵.我们有如下两个 结论： 

1 ) 方程组 ( 1 ) 有唯一解的充分必要条件是 Ml 參 0 . 

证 必要性 若 | A 丨古 0 ,由命题 3 . 1 知， r ( A ) = w •从而方程组 

( 1 ) 的增广矩阵的秩 r ( A )= w = r ( yl ) (因 A 只有 w 行，其秩不超过 
«，而 r ( X )> rG 4 )=«) ，故方程组有解.再由第二章定理 3 . 3 的 ( i ) 知 
解 唯一. 


充分性若方程组有唯一解，则由第二章定理 3 . 3 的 ( ii ) 可知， 
G 4 )=« .再由命题 3 . 1 知，丨关 0 . 

2 ) 当 Ml 关 0 ,方程组 ( 1 ) 有唯一解时，命 


r 


X = A- l B 


( 3 ) 


代入 ( 2 ) 式，即知 ( 3 ) 式就是方程组的唯一解. 

现在用伴随矩阵表示把定理 3 . 2 的结论代入 ( 3 ) 式，得 


X = A^ l B 


A^B 




A 


〉 A j^ki^k 


^11 ^21 


A nl b x 

A n2 b 


• ■ ■ 


x i ^kibk 


A 12 A 


• ■肇 


1 


22 


2 


— 1乂 


— 


^2 n 


A 


b 


nn 


"y]^kn^k 


命 
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b 


a \\ 


a \ i-\ 


a \ f + 1 


^1 


1 


n 


b 2 


n 


a 2 i-l 


a 2 i + l 


a 2n 


a 2\ 


x i Akibk 


八 


k=l 


b n 


^n\ 


a 


a ni^\ 


a 


n t 一 1 


nn 


IA I 恰为把 | A | 的第/列换成方程组 （1) 的常数项而得的 m 阶行列 
式.此时方程组 (1) 的解可表为 


A 


工 1 




工 2 


X = 


~ \A 


A 


n 


n 


由此即得如下重要 结论： 

定理 3. 3若数域尺上的《个未知量《个方程的线性方程组 
(1) 的系数矩阵的行列式 | A |古0时，则它有唯一的一组解 

其中 IA I (f = 1,2，… ,《) 是把 M | 的第 f 列换成方程组的常数项而得 
的《阶行列式. 

定理 3. 3通常称为克莱姆 ( Cramer ) 法则 . 

例 3. 2解方程组 




lAi 

A \ ’ 


工 2 = 


X 


X 1 = 


A \ ， 


n 


2 xi + x 2 — 5 x 3 + 

X\ — 3 工 2 


JC ^ — 


— 6 工 


4 


x 3 + 2 x 4 =— 5 

工 1 + 4 工 2 7 工 3 + 6 * 3^4 == 0 


2 x 


先算系数矩阵的行列式 


1 - 5 


1 


0 






A 


= 27关0 




2 


0 




4-7 
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故克莱姆法则可以应用.由于 


1 — 5 


0 — 6 


a 


= 81 


— 5 


2 




0 


4 _ 7 


0 




^2 


=—108 


0 - 5 




0 - 7 


1 - 3 


9 — 6 


-^3 


=— 27 


0 


0 


1 - 5 


0 


A 4 


= 27 


0 


2 


1 — 5 




0 


4 




故方程组的唯一的一组解为 


^2 


A 


=- 4 




工 2 = 


A 


^3 


lAl 


— 1 


工 3 = 


J： 4 = 




A 


A 


从上面的例子可以看出，如用克莱姆法则去解线性方程组，其计 
算量是很大的，远不如用第一章的矩阵消元法简单.但这个法则对理 
论上讨论某些问题是有用的.还应当 注意： 克莱姆法则只能用于 
个未知量 n 个方程且系数矩阵的行列式不为零的线性方程组. 


n 


3. 矩阵乘积的行列式 


现在来考虑两个;2阶方阵乘积的行列式. 

3.3 设 P 是 M 阶初等矩阵，万是任一;2阶方阵，则 


叩 
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_ = | P | • \ B \. 

证 P 5 相当于对5作一次初等行变换.下面分三种情况讨论 

( i ) 尸=尸”（“_/)，贝 lJ | P | 

列式性质2,有 | PB |=— |5| = |尸 | • |5|； 

( ii ) P = P n (c - 则 |尸| 

行列式性质 4, 有 |尸5| =6叫= | P | • |B I ； 

( iii ) P = P n (k • ~), 则 I 尸 |=1 •而尸 5 是把 5 的第行加上第 

/行的 々倍， 由行列式性质 | 

推论 设/^，匕，…， A 是《阶初等矩阵， B 是任一 n 阶方阵，则 


1.而尸5是互换的£两行，由行 




而尸5是把 B 的第£行乘以 c ， 由 




c. 


有 


\ P 1 P 2 - P s B \= I 尸小 \ P 2 \...\ P S \. \ B \. 
证反复利用命题 3. 3, 有 

\ P 1 P 2 - P s B \= I 尸小 |尸 2 ".尸/| = … 

= I 尸小 I 尸小 “I 尸」 • | 5 |. 

对数域尺上任意两个 n 阶方阵有 

\ AB \ = IAI • \ B \. 


定理3 




证 分两种情况讨论. 

( i ) 若 IA 丨= 0,则 r ( A )< w . 由第二章命题 4. 5,有 

r ( AB ) ^ min { r ( A ) y r { B ) } < n . 


故 | AB |=0=| A | • \ B \. 

( ii ) 若 I #0,则由命题 3. 1 f r ( A )= n . 再由第二章命题 5. 2 f A 
可表为初等矩阵的 乘积： 


A = 心 / V ••尸 


于是由命题 3. 3的推论，有 


⑷= i ^ i - |尸小 "|尸,|， 

1= |/W ••尸,5|= | 尸」• | 尸小“|尸」. |B 

= 1^1 * \B\. | 

定理 3. 4是一个有用的工具，下面举一个应用实例. 

例 3. 3 给定数域尺上的《阶循环矩阵 
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a x a 2 a 3 


a 


n 


a 


a x a 2 


a 


n —— 1 


71 


A = 


a 


a n a x 


a 


n — 2 


n — 1 


^2 ^3 ^4 




• • • 


试计算 A 的行列式. 


2km 


令 


为 1 的”个 ^次根，即方程 x n = \ 


(々 = 1，2， 

在 C 内的个根。构造 C 上 n 阶方阵 


71 


e 


_ _ _ 


£ 


^2 


e 


n 


B = 


n — 1 


-1 


n —— 1 


^2 


e 


e 


m m m 


n 


因为 & 


e n 两两不同，从 § 2 例 2. 6 知 \ B \^ Q . 

为 K 上多项式.我们有 


^2 


• • • 




9 


9 


令 fix ) =ai+a 2 ^：+** # +a 

f i^k) = + a 2 ^k + + ^n e l 

4/( a )= 


n —— 1 


X 


n 


-1 


-1 


+ “而 + … + a n _'e n k 

+ <^ n e k + … + ^ n - 2 e k 


a 


n 


一 1 


a 


n — 1 


e n k ~ l f(e k ) 


n— 1 


A + d z e k + ••• + ai£ k 




于是 


a x a 2 


a 


n 






^2 


a 




a 


n —— 1 


71 


AB = 


n — 1 


-1 


n —— 1 




e 


e 


a 2 a 3 




• • • 


71 


/Ui) /(e 2 ) 


/(ej 


• • • 


€i/(ei) e 2 f(e 2 ) 


e w /(ej 


• • • 


n — 1 


/ ⑹ e n - l f { e 2 ) 


71 _ 1 


/(o 


e 


m m m 


n 
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现在利用定理 3. 4来计算上述式子.注意到右边矩 阵第々 列有公因 
子/(^)，两边取行列式，有 

\A\ • \B\ = \AB\ = /(A)/%) … /(e„) |5|. 


因 |5 |#0,故有 


A| =/(£ 1 )/(£ 2 ).-/(£j 


矩阵的秩与行列式 




给定数域尺上的 m 乂 n 矩阵 


a \\ a \2 


^1 


a 2\ a ZZ 


a 2n 


A = 


^m2 


^mn 


• • • 


ml 


取 2 r 个正整数 
~ 属集合 {1，2 


>，其中可有相同者且 
属集合{1，2,…， / z }. 定义 


泛1，泛2， 


9^r9jl9j2 


泛1，泛2 


9 




• • • 


« _ _ 


m 


yjiyj 2 ， 


9 


9 


a 


a 


a 


1^1 


\h 


l J r 


h 


a 


a 


a 


2 J 1 


2 J 2 


2 J 


A 


Ji ]i 


Jr 


m m m 


a 


a 


a 


l rh 


l rh 


Mr 


列交叉点处的 r 2 个元素组成一 


即取乂的6 ，“ 

r 阶行列式，称之为 A 的一个 r 阶子式. 

命题 3. 4数域 K 上一个 mXn 矩阵 A 的秩为 m 的充分必要 
条件是它有一 m 阶子式不为 0. 


行 


， Jl ，72， 


• • • 




证必要性设 r ( A ) 

性无关，以它们为列向量的 m 阶方阵的行列式即为 A 的一个 m 阶 
子式，根据命题 3. 1，此 m 阶子式不为 0. 

充分性 设 A 有 m 阶子式 


则乂有 m 个列 向量％ 


印线 

171 






m 


H 


A 


尹 0 


Ji Jz … 

im 无相同者，故必为1，2, 


则 


的一个排列，即 




• • • 


m 


9 


9 
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2 


1 2 


• • • 


A 


士 A 


关 0 




Ji H 

列向量线性无关(根据命题 3. 1) ， 这; 72 个 


Jl JZ 

这表明 Z 的第 jl 

列向量可由 A 的列向量组的任一极大线性无关部分组线性表示，由 
第二章命题 1. 4推知 m < rG 4)< m , 即 r ( A ) 

设 A 是数域 K 上一个 mXn 矩阵.则 r ( A)=r 的充 

分必要条件是 Z 有一 r 阶子式不为0,而所有 r +1 阶子式都为 0. 

证 必要性 设 A 的行向量组为仏，/? 2 ,…， An , rG 4)= r ，设行 

向量组的一极大线性无关部分组为仏，&，•••，&.以它们为行向量 
组成 rXn 矩阵 5, r (5)= r ， 按命题 3. 4,5有一 r 阶子式不为0,它 

即为 A 的不为0的 r 阶子式. 

若 A 有一 r +1 阶子式 


9J2 ， 


• • • 


， Jm 




3 


叩 




ki k 2 


k 


• • • 


A 


0 


h 


• • • 


r+1 


则由命题 3. 4,以，爲 2 ，…，/^ +1 为行向量的 ( r +1) Xn 矩阵 B 的秩 

为 r + 1,即其行向量组线性无关.但戽 1 ，/? v …，/^ +1 可被&，沐 2 ，…， 
线性表示，其向量个数 r + l > r . 按第二章命题 1. 4,它们又线性相 

关，矛盾.故 A 的所有 r +1 阶子式都为 0. 

充分性 设 A 有 r 阶子式 


泛2 


A 


+ 0 


Ji Jz 

以3的第 G ，£ 2 ，… A 行向量 A ， A 2 ，…，为行向量组成 r X n 矩阵 
B ， 由命题 3. 4， r (5) = r ，即汉彳，汉 2 ，…，/^线性 无关. 易知 r ( A )> r •如 
果 r ( A )> r , 则 A 必有 r +1 个行向量 &'，••• ，/^ +1 线性无关(其行向 
量组的一极大线性无关部分组含 r ( A ) 个向量，从中任取 r +1 个即 

可).以它们为行向量组成 ( r + l)Xn 矩阵此时 rCB )= r + l . 由命 

题 3.4 知 B 有 r +1 阶子式不为0,即 A 有 r +1 阶子式不为0,与假 

设矛盾.故 r ( A )= r . | 

这两个命题说明可以借助矩阵 A 的子式来研究矩阵 A 的秩，它 
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对理论上研讨问题是有用的 . 


习 


1•设 A 


A 是一个线性无关向量组，而 




S 


^ = 2 


=1，2, 


^ ij^j 


S 


• • • 


证明负，/?2,…， A 线性无关的充分必要条件是下面的5阶行列式 


<2 U Ui 2 


^ls 


a 2l a 22 


a 2s 


^ 0 


a 55 


^s\ ^s2 


2 . 给定矩阵 


-12 0 
A = - 3 1 1 


2 


0 


0 


求它的伴随矩阵 A 

3. 利用伴随矩阵求下列矩阵的逆矩阵 


菁 


(1) A= 2 


(2) A = 


1 


0 


0 




— 1 


0 


1 0 -1 0 


0 


0 0 


(3) A = 


0 0-1 

0 0 0 —1 

4. 给定线性方程组 


^ 11^1 + ^ 12^2 + ••• + <^\n^n= 0 
^21^1 + “ 2 2 工 2 + …+ az n X n = 0 


\x x j ra n - x 2 x 2 j r ••- +a 


= 0 


a 


x 


n 一 1 n 


n — 1 


n 


以 M , 表其系数矩阵划去第 / 列后所剩 n -1 阶方阵的行列式.证明: 
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，（一 1 广 1 MJ 是方程组的解 


(1) (Mi ， — M 

(2) 若上述方程组系数矩阵的秩为〃一 1 ，则方程组的解全是 


• • • 


，（一 1)HMJ 的倍数 • 

5. 证明： 对 w 阶方阵 A(«>2) ， 有 U* | = |^| 

6. 设 A 是 w 阶方阵， n>2. 证明： 




• • • 


n—l 


当 r04) 

r(^) =^jl , 当 r(A) 

、 0 ，当 r(A) <C n — 1. 

7. 设 4,5 ，了均为 W 阶实数方阵 , T 可逆.证明 

(1) 若则 |5| = |A|; 

(2) 若五 =^7\ 且 |A|>0 , 则 |5|>0 

8. 设将 /2 阶方阵分块 


n 


n 




n 






4 


A B 


R = 


C D 


其中 A 为々阶可逆方阵.证明 


\r\ = |a| - |d- ca~ 1 b I 

9 . 在平面直角坐标系内给定二次曲线 


a n x 2 + 2 ^ 12 ^ + a 22 y 2 + 2b^ + 2b z y + c = 0 


证明 


b 


a n a i2 


F 


b 2 


a \2 a 22 




bi b 2 


c 


是坐标变换 


— sin 汐 • y f + x 0 
y = sind • x f + cos 汐 • y f + y 0 


=COS 汐 


X 


X 


的不变量 . 
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10. 利用克莱姆法则解下列线性方程组 


2x x — x 2 + 3 工 3 + 2 工 4 = 6 


3 工 1 — 3x 2 + 3 工 3 + 2 工 4 = 5 ， 

3 工 1 — x 2 — 工 3 + 2x a = 3 j 

3 工 1 —工 2 +3 工 3 — 工 4 = 4; 

0C\ ~ 2 工 2 + 3 工 3 2 * 3^4 — ■ 6 

2iX \ — x*i — 2^3 — 3 工 4 

3 工 1 + 2 工 2— 工 3 +2 工 4 = 4 


( 1 ) 


8, 




( 2 ) 


2 工 1 一 3 工 2 + 3 工 3+ 工 4 

11. 给定数域尺上;2个互不相同的数 

数域尺上 w 个数心 ，办 

的多项式 / Oc )， 使 


— 8 . 




又任意给定 

乂•证 明： 存在数域尺上一个次数小于 


ai 9 a 2 


jCln ， 


n 


9 


fidi) = bi (i = 1 9 2 9 


n) 


• • • 


且这样的多项式是唯一的. > 

12. 计算下列 W 阶行列式 

1+^1 1+^2 

1+^2^1 1+工2夕2 


1+ 工 1) 

l + oo 2 y 


• • • 


n 


• • • 


n 


( l ) 


1+^1 14*^2 

^0 ^1 S t •_ 


1+ 工 ”: y 


• • • 


n 


Sn 一 1 


^1 $2 ^3 


Sn 


( 2 ) 


^2 ^3 ^4 


^ n +1 


• • • 


S 


s 


S 2n-2 


心 +i … 

+aj + ***+^ (ai 9 a 2 

a 2 a 3 

^2 ^3 ^4 


n —— 1 


71 


k 


其中 


属数域 k ) 


Sk = d 


_ • _ 


9 0，n 


， 


a 


n 


^1 


(3) 


<23 <24 <25 


a 2 


• • • 


a 


a x a 2 


a 


n—\ 


n 
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13. 设儿 B 分别是数域 K 上的 wXm 与 mXw 矩阵.证明 


E m B 


= E n — AB E m — BA 


A E 


14. 给定数域 K 上的 m 阶方阵 A ， t 2 阶方阵凡令 


C A 


M = 


B O 


证明 |M| = (-1 广 |A| • \B\. 

15. 给定数域尺内的数所组成的无穷序列 
意的非负整数 s ， m ， 定义 


对于任 


do jd\ yCl2 


m m m 




a 


^5+1 




^5+1 a s^t2 


“5 + 771+ 1 


A 




^s+2m 


5 + 771 


如果存在非负整数 n ， 々，使当 s ^ k 时 | A 5 , J =0, 证明： 存在 K 内不 
全为 0 的数 b 0 ， b ” …， b n 及非负 整数义 使得当5>5时，有 


d $ i> n + a s ^ib n -i + ••- + < 2 咖 6 0 = 0 


§ 4 Laplace 展开式与 Binet-Cauchy 公式 


本节来介绍关于行列式的两个重要公式. 

在§ 2我们指出，行列式可按任意行(列)展开.现在进一步给出 
按任意几行(列)来展开它的公式. 

给定数域尺上的^阶方阵 A ， 划去 A 的 

…， jm 列（这里设 
的行列式记做 


4了， ）1 ， ）2 ， 

阶方阵 


— m 


it 


A 


Ji H 
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例如 


3 0 2 0 

1—12 10 

0 0 12 
12 5 1 

0 10 1 

我们有（回想一下§ 3关于 A 的子式的定义） 


—1 


A = 


4 


— 3 


0 


4 


A 


4 


A 


0 


1— 3 0 01 

如果行角标固定不变，我们也采用如下简单记号 


i 2 


m 


} 


= ^{jij 


A 


J 


m 


Jl J2 


m 


iz 


m 


= ^Uij 




A 


m 


Jl Jz 

命题 4. l 记号如上.设 n 阶方阵 A 有两个列向量相同.给 
定自然数序列 


m 




m 


1 < 乂 < A < …< jm+l < n. 

设 js = k J j s+t+1 =L 又设已取定 A 的 m 个行(省略不写出来），则 

A A 

⑴ （jl …乂…乂十 r+l.-.Jm+l) + 如 （）1 …乂 ••V’5+(+l“V’m+l) 

其中记号”表示把该数字去掉. 

证显然，把 

按相邻两列互换的办法向左平移£次即变为 

A {jl •••)，•••乂 +r+l •• Vm+l } 

jm+l } = ( — 

A +1 ] 中不包含的列向量图示如下(用 X 号 


0 




) 中标号为乂 +Z+1 的列向量 


力 …， +m 


• • • 


故 乂 {)i … 乂…义 

现在把 A[j 


Js 9 "Js+t+l mmm Jrn-hl 


+ (+1 


js mmm j s +t+r 
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表示) 


k 


Js-l 


Jm+l 


Js+l 




Js+t+l 


Jl 


Js 


_ « _ 


再把 c 


) m + l ] 中不包含的列向量图示如下 


4 4 

1 J s J 1 


k 


h 


Js 


Js+l 




Jm 


^5+X+l 


Jm+l 


从上面两个图示可 看出： 只要把…乂 •• vVn + r * v w +1 ] 中标号为 j s 
= k 的列向量按相邻两列互换的办法向右平移 / 一 々一1 一以欠 （因中 

乂 +< 列已删去)即变为 

= ( _ 1 ) 

现在令 j = h +)2+ …+> +1 ，则 

Ol"V>")s+Wm+l) 


7 m + l ]. 故 


间 


力+1 


Js m9% 

Ol … 乂…义 


I 一 k ——1 —— t 


Alj 


m 


Js 9 "Js^l 


m m m 


+《+l 


(— 1) 广 ••乂 

(— DVUj’i … 乂 … 义 +<+i … 九 +i} 

Jm +1] 

) m + lML / l " V > ••乂 


7 饥 +1_ 




+亡+1 


) —是 


( — 1 ) 

X (- 1) 


# 




I — k — 1 — 


(— lV+HAOV..^ 

— wC / V - vV - vVn+i …九 +1). I 

定理 4. 1 ( Laplace ) 给定 数域尺 上的 w 阶方阵 A =( a ,))( w > 
2) .又给定 m 个自然数 
/ l ~ N .2 + …+4,则 

| A |= (- 1) 


'Js — Js+t+l 


m 






_ _ _ 


+ ,+ 1 




，令 i = 


J 


9 


s 


+ ； 2 + -+； m 


(一 1) ;1 


K> 1 < ； 2< w <>m< n 


H 


ii t 2 


m 


m 


A 


X A 


Ji Jz 


Ji Ji 

证在 M „( K ) 内定义数量函数 / 如 下：若 A =( a ,,)， 则 


m 


m 


2 


f(A)= (- l) 1 


(- 1) ；1 


1< W 2々0 


iz 


l 2 


m 


m 


A 


X A 


Jz 


Ji 


Ji Jz “ 

只要证 /( A ) 为行列式函数即可. 


m 


m 
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( i ) 证 / G 4) 为列线性函数.设 Z 的第々列为两个向量的线性组 


合 


m 


A = ( a 2 


Xa + ^ ••• 〜) 


• • • 


m 


^ i = (^1 


<o 


a 


_ _ • 


_ _ _ 


m 


A 2 = ( a } 


/3 


a 


m m m 


m m m 


n 


如果 


&} ，那么按行列式性质，有（使用前面的简 


• • • 


单记号) 


…九 } = MAjV.A} + /^ 山 ‘ 丄 …必 } 

现在是$ {1 ，2， ...，《}\{)i 

如果々不属集合{力 

n )\{ j\yjz 

Ol )2 …=从 1[)1_；’2…九] + M2D ’ 

在上述两种情况下都有 

乂 { )1*/’2… M [)"2… M 1 { )1 )2 …九 M 1 Ij’l 叉 …) m ] 


jm ) yWC 


Jj 2 ， 


• • • 




J 


m 


jj ， 则 


J 2 y 


} = ^2 ijlj 
} ，按行列式的性质有 


} 


•J 


m 


tn 


而此时 U ，2, 


_ _ _ 




m m m 


m 




】 


m 




m 


代入 /( A ) 的表达式得 


f (A) = Xf {Ai) + fif (^ 2 )* 

( ii ) 证 / G 4) 为反对称.设 A 的第々， / 两列向量相同，々</.首 
先，若々，/皆属集合 { yi ，)2， 

为0;若々， z 均不属集合{力^ 

其值为 0. 故在此两种情况下均有 


一 } ，则有两列相同，其值 

A }， 则 A [ A ； V ") m ] 有两列相同， 


• • • 


_ _ • 


* 

>}但/不属此集合.当 Kjm 时，考查 


如果々 属集合{力 

1 Oi < … < 义 -1 < 义=々 < 义 +1 < … < 乂 


，•/2 


• • • 
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< ^ < )5 + 什1 < …< A € 打 


当 l > j m 时，考查 


1 Oi < …< is 


々 < …< ) m + 




现在把集合 {j 


} 或集合{力 ， 

A ，/} 记做 { U 2 , …，) U (按大小次序排列）.按命题 




^5-1 ，力 +1 


]s-\-t ， I ， Js-\-t-\-l 


1 9 


m 


力 一 1 ， 力 +i， … 




4. 1，下列 两项: 


+冬+…+坫 


A { ) 1 •；• 2 … •； m } 0 1 ) 2 • • V m ] ; 

互相抵消.从上面的分析易知，每 个含々 但不含/的排列 {ju 

恰与一个含/但不含々，其他数字相同的排列相对应，它 
们相应的项相加为零.由此立得 / G 4) = 0. 

( iii ) 最后指出 f ( E ) = l . 这是因为在 A=E 的情况下我们有 

1，若_ 

0，其他 


(― I )， 1 

(一 I / 1 


+ 是 o+ … -\-k 


2 


m 


m 


h 


= Jl^ l 2 = J2 


m ， 




m 


A 


Jl J2 


m 


若 


it 


= Ji = ]i 




m ， 


m 


A 


0，其他 


Jl J2 


m 


故 


+“+•••+« 


f ( E ) = (— l) z • (— 1) 

在 § 3 我们介绍过两个 W 阶方阵乘积的行列式的公式，现在把 
它推广到更一般的情况. 


2 


m 


2给定数 域尺上 mXn 矩阵 ( m < w ) 


叩 


泰 


a 


a 12 


^1 


11 


n 




^22 


A = 


a 


<^ml 


m\ 


mn 


取定 m 个自然数，按大小次序排列 


1 < 泛1 <泛2 < … 


又设 jlh … jm 是这 m 个自然数的一个排列，贝!1 
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a 




d\i 






2 


2 


m 


€L 2j l a 2j 2 


a 


a 2t 


a 2 


2 


(— 1 严 V 2 … > m ) 


m 


m 


a 


a 


a 


a 


a 


a 




m h 


mj 


mi 


mi 


mi 


2 


m 


m 


证等式左端的行列式列的排列顺序为排列 
相邻两列互换的方式(为了不打乱其他列的相对位置)把列角标为 
的列调到第1列的位置，这需作 rG ]) 次相邻两列的互换，行列式前 

应乘（一 1) 〜再经相邻两列互换 rG 2 ) 次把列角标为的列调到第 

2列，彳了列式前面又乘 （ 一 1 ) 

按大小排列，即成为排列 

面乘以因子 


现在用 


Jlj2 9m9 J 






最后使行列式的列角标的顺序 
行列式变成等式右端的行列式，前 


2 






9 




r(i) 


) 


(- 1 ) 


( — 1 ) 


(- 1) 


2 


m 


• 籲 • 


(—1)恥1)2.乂) 


… + r(/ m ) _ 


=(- 1 ) 


亦即 


a 


a 




dy dig 




U 


2 


m 


a 2 j x a 2 j 2 


^2 j 


a 2i 


a 2i 




2 


(— 1 严 ) 1 ) 2 …) m ) 


m 


m 


a 


a 


a 


a 


a 


a 




m h 


mj 


mx 


2 


m 


m 


这与命题要证的等式相同. ■ 

定理 4. 2( Binet - Cauchy ) 设 A 是数域 K 上 mXn 矩阵，5是 
K 上 w X m 矩阵，则 


i 2 


2 


m 


m 


AB \= 2 


B 


A 


2 


泛 2 


m 


KW …</ 饥 <« 


_ _ _ 


m 


证若 m 〉 w ， 则因 r ( AXw ， 有 

t ( AB ) ^ min{r(A) f r ( B ) } ^ n . 

AB 为 m 阶方阵，故不满秩，应有 II =0. 而此时 


2 


m 


_ _ _ 


A 


= 0 


H 


m 
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为{1，2,…， w } 中的自然数，共 m 个，而 m > rz ， 故其中 


(因“ 

必有两个相同).等式成立. 

下面设•设 A =( aij ) 


，泛2， 


B = ， 贝 !l 




IX 办 


s 


2 a 2 ， .A 2 2 


2a, b 


a 2 


_ • • 


AB 


匕 ii 、' a 


mm 


dubi 

m 

^2 i 

m 


<2 工 , 


^1 


a 2 i ^ i Y 


<inb 


In 2 


Z2-Z 


a 


a 


a 


a hi a u 


^ii 


a 2 


a 2i 


a 2i 


22 … 2 




b t 


• •参 


a 


a 


a 


如果 “，/ 2 ，___， l 中有相同者，则上式中的行列式为0.对 
个不同自然数的排列，利用命题 4. 2把它们改换成按大小顺序排 

列，于是 


im 为 


^1^2 


• •鲁 


m 


<2 \i 




1 


a 2i } 2/ 2 


㈣ 饥 


• • » 


AB \= S S 


(— 1 严 W”m) 


bj 公 bj 2 2 … bj 




(； 1 ； 2 


1 


i 2 


2 


2 


A 


B 


2 


z l z 2 
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其中上面等式中的排列 ()1^2 …人*)是“，“，…， L 的一个排列，求和号 
是对所有可能的这种排列求和，按定理 4. 1，有 




m 


S (-1) 




l J 2 


bj m m = B 


2 


m 


()1)2 …) m ) 


定理证毕. I 

Binet - Cauchy 公式是一个有用的工具，下面举一个应用实例. 
例 证明 Cauchy 恒 等式： 


n 


n 


n 


n 


2 以 .— 2 biCi 


2 ( a A 


— a k bj) (cjd k — c k dj ) 




这里打 >2. 

证 上面等式左端为 


d 


n 


n 


C \ 


^j a i C i > ] a i^ 


C 2 d 


a 


^2 


a 


n 


b\ b 2 


n 


n 




2 biCi 2 bid 


n 


d 


c 


n 


n 


d i 


a 


<^k 


c 


2 


d k 


bj b k 

2 


c k 




a k bj) (cjd k — c k dj) 




Kj<k^n 


习 


1. 利用 Laplace 定理计算下列行 列式: 


1 2 3 4 5 

0 6 0 4 1 

(2) 2 4 1 3 5 

1 3 5 2 4 


113 4 


2 0 0 8 


(1) 


3 0 0 2 


4 4 7 5 


0 5 0 3 2 
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1110 0 

1 2 3 0 0 

( 4 ) 0 1 1 1 1 


0 a b 


c 


1 


0 0 


x 


(3) 


1 0 3 ^ 0 

0 0 


0 J 0 1 X 2 x z J ： 4 


1 


z 


2 


0 


Xn x 


4 


2. 计算下面的 2〃 阶行列式 


a ll 


a l 2 


a l3 


In—2 


^1 2n — 1 


a \ In 


0 


0 


a 22 


a 2 2n—\ 


a 23 


^2 2n—2 


0 


0 


0 


0 


a 33 


^3 2n-2 


0 


0 


0 


0 


^2n 一 2 2n — 2 


a ln — 1 3 


0 


0 a 2n-l 2 a 2n-l 3 


^ 2w — 1 2w — 2 


^ 2n 一 1 2w — 1 


a 2n 2n—2 


^2n 2n~ 1 ^2n 2n 


^2n 1 <^2n 2 


a 2n 3 


3, 设 A 是数域 K 上的 w 阶方阵，又给定个自然数，按次序 


排列如下 


1 < 泛1 <泛2 < …“ ^ 


71 


1 < < )2 < …< 乂 < 

ik 行与 


n . 


列交叉点处的元 


如果 k -\- l ^> n ，且 A 的 i \ ji 2 
素全为0,证明 | A | =0. 

4. 给定数域 K 上 n 阶分块方阵 


Ji 


• 籲 • 




0 A 

B C 

其中 A 为々阶方阵.用 | A | ，⑻表示出 

5. 证明 Lagrange 恒等式 


M = 


(ga 川泛 - 


2 ( a A 


— a k bj ) 




为实数.证明 


6 - 设 


^dnjb\ ，办 2 


d \ 




• 鲁 # 








(aibi + a 2 6 2 + … + d n bn) 

^ { ci \ + + … + al ) ( b \ + 6$ + … + W ) 

7. 计算下面 《 阶行 列式： 
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a x — b \ ai — b 2 

a 2 — b x a 2 — b 2 


— b n 
a 2 — b n 


_ • • 


a n — b x a n — b 2 


a n — b n 


本章小结 


本章的核心内容，是引进刻画数域尺上 n 阶方阵的某种特性的 
一个重要数量，即该方阵的行列式.最典型的例 子是： 当我们用实数 
域上一个三阶方阵去代表空间一个平行六面体的时候，该方阵的行 
列式就是该平行六面体的有向体积.由有向体积的三个基本属性我 
们可以得出《阶方阵行列式的三个基本属性： 1) 为列线性 函数; 
2) rG 4)< w 时值为0; 3) 在£处值为 1. 这三条属性完全确定了行 
列式的值.读者必须 注意： 行列式与方阵有一个根本不 同点： 方阵 
不是数，而行列式是一个数.但是这个数又反映方阵的某些基本性 
质，正如一个物体的质量反映了该物体的基本物理属性一样.因此， 
要求读者初步学会运用行列式这一工具去研究方阵的各种课题，例 
如矩阵的秩，矩阵乘积的有关性质，矩阵的逆运算等等.而所有这些， 
都是以行列式的基本性质为立足点的.§2中所概括的行列式的六 
条基本性质读者必须熟记，为今后的学习打下坚实的基础. 


第四章线性空间与线性变换 


引 


■ _ ■一 


在第二章我们引进了数域尺上的向量空间与矩阵的概念，并阐 
明它们在代数学中的 地位： 尺上 m 维向量空间尺是一个最初等的 
代数系统，而 K 上的 mXn 矩阵则代表 iC ” 到的一个保持加法、 

数乘运算的映射.这样，我们已经在从经典代数学向近代的代数学过 
渡中迈出了关键性的一步.我们已经摆脱了数及其四则运算的局限 
性，进入了一类不是由普通的数所构成的集合，在这个集合内研究不 
是普通数的运算的两种新的运算.我们首先提请读者注意这一个重 
要的 转折： 我们的研究已经进入一个新的领域，我们的思想必须适 
应这个变化，不能处处都把中学代数中已经习惯了的一些东西不加 
考虑地照搬到这个新的领域中来，因为那里的许多东西现在已经不 
适 用了. 


但是我们又要看到，这个转变还处在一个比较低的层次上.因 
为, K m 中的元素虽然不是普通的数，却仍然局限于是 A ： 上的 m 元 
有序数组.就是说，我们的进步,只是从研究单个的数进到研究一组 
数.我们说到“向量”，就意味着一组具体的数 ，一 说到向量“加法”就 
是具体的“对应坐标（或分量)相加”，数乘就是乘向量的每个坐 
标”.如果我们仍然停留在这个水平上，那我们的认识还没有提升到 
应有的高度.数学作为一门科学，它的任务就是要从感性上升到理 
性,从具体上升到抽象,只有这样，才有理论上的实质性进展，我们对 
该理论的认识才能深入,该理论的应用领域才能更加宽广.数学史提 
供了无数这样的例子，说明当人们的认识被一些具体的非本质的事 
物束缚不能自拔时,数学发展就受到严重的阻滞，而当人们摆脱这种 
束缚时，理论就有了重大的突破.最典型的例子就是对“数”的认识. 
长时间内，人们总认为“数”就是各种具体事物在量上的体现,例如某 
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种东西有多少重量，多大体积，线段长度有多少，几何图形面积有多 
少，某几何体的体积有多少等等.总之，人们天经地义地认为“数”应 
当是“实实在在”的，以至于直到今天，我们仍然把认识中的这种“数” 
称为“实数”.由于这个原因，在长达数百年时间内人们不承认“复 
数”,把它称为“虚数”.而今天我们已经清楚地看到，如果没有复数， 
那对数学以至整个自然科学都是无法想象的.实际上，“数”在根本上 
是它具有加法和乘法两种运算(这些运算应满足第二章§ 1所指出 
的九条运算法则），而不在于它是否“实实在在”地代表某种量.从这 

9 

个观点看，从实数发展到复数是非常自然和合理的.正是由于这个发 
展，才得以建立经典代数学的基本定理：高等代数基本 定理; 正是这 
个发展，才使“数”在各个领域发挥更大的作用，数学才得以有长足的 


进步 


因此,我们关于向量空间和矩阵的认识还需要从理论上再提高 
一步，要实现从具体到抽象的又一次飞跃.但是，首先 要问： 实现这 
又一次的飞跃的依据是什么呢？这依据就 在于： 如果我们仔细分析 
一 下就可以发觉，第二章关于向量空间的一切概念及有关命题(包括 
它们的证明）都不依赖于向量的 m 元有序数组的具体表达式，也不 
依赖于向量加法、数乘的具体计算式，而只依赖于如下两点： 1) 向 
量间有加法，与数域尺内的数可以作数乘(不管具体如何做加法及 
数乘）； 2) 加法、数乘满足八条运算法则.这一事实告诉 我们： 可以 
把向量的 m 元数组这一具体表达形式及加法、数乘的具体计算式这 
些非本质的东西拋弃，只把最根本的八条运算法则保留下来(这时它 
们就不能从理论上给予证明，而要当作“公理”加以承认).这样，我们 
就形成了本章的核心概念，也是线性代数这门学科的基本研究对象: 
数域尺上的抽象线性空间. 

矩阵是数域尺上向量空间之间保持向量加法与数乘运算的映 
射.现在我们已经把向量空间提升为抽象的线性空间，那么，矩阵也 
相应地被提升为抽象线性空间之间保持向量（不再是 m 元有序数 
组)加法、数乘运算的映射，即线性空间之间的线性映射，特别是一个 
线性空间到自身的线性变换.这就是本章的第二个核心概念. 



第四幸线性空间与线性变换 


222 


§ 1线性空间的基本概念 


1. 线性空间的定义和实例 


在引目中已经指出：向量空间的实质是它有两种运算并满足八 
条法则，而其具体的表现形式是非本质的，应予舍弃.为了帮助读者 
理解这一思想，下面先来看一个实例. 

例如，考查闭区间 [ a ,6] 上全体实连续函数 / Cr ) 所组成的集合， 
我们记之为 C [ a ，6]. 这个集合内任意两个元素 /( x ) 与 gCr )， 它们 
作为函数可以有加法 运算： /( x )+ gCr )， 而且其和仍为 [ a ，6] 上的 
连续函数，也就是仍然属于集合 C [ a ,6]. 对任一实数 I 有乘法 
々/(• r ) ， 且乘以々后所得的 kf 这样 一来， 在集合 C [ a ， 办] 

的元素之间有加法和与实数的数乘运算.不难验证，这两种运算具有 
第二章命题 1. 1所指出的八条基本性质，因而第二章§ 1中的所有 
概念和命题就可以应用到 C [ a ，6] 上来了. C [ a ，6] 中的元素和 m 维 

向量空间中的向量是根本不同的两种东西，但从上面的分析可知，它 
们之间有着某些共同点.这些共同点追根究源是由于它们都具有上 
面所说的两种运算和八条性质而产生的. 

像 C |>4] 这样的例子还可以举出很多，从理论上加以概括和抽 
象化,就得到线性空间的一般性概念. 

定义 设 V 是一个非空集合，尺是一个数域. 又设： 

( i ) 在 V 中定义了一种运算，称为 加法. 即对 V 中任意两个元素 
a 与/?，都按某一法则对应于 V 内唯一确定的一个元素，记之为 


( ii ) 在尺中的数与 F 的元素间定义了一种运算，称为数乘.即 
对 V 中任意元素 a 和数域 iC 中任意数 I 都按某一法则对应于 V 内 
唯一确定的一个元素，记之为 

如果加法与数乘满足下面列出的八条运算法则，那么称 V 是数 
域 K 上的一个线性空间. 

加法和数乘满足下面的八条运算 法则： 
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G ) 对任意 a ，/3， yer ， a +( y 9+7) = ( a +^)+ y ； 

( ii ) 对任意 ajeV % a +/3=/?+ a ； 

( iii ) 存在一个元素 OeV ， 使对一切有 

a + 0 = a, 


此元素 0 称为 V 的零元素； 

( iv ) 对任一 都存在 V ,使 

a + 卢= 0! 


yS 称为 a 的一个负 元素； 

( v ) 对数域中的数1，有1 • a = a \ 

( vi > 对任意々, / ex ， aev ， 有 

(kl)a = k(la )； 

( vii ) 对任意 

(k + l)a = ka la 

( viii ) 对任意 

k(^ot -\- ^5) = ko^ H - kp. 

显然，第二章 § 1 中讲的数域尺上 m 维向量空间是尺上的线性 
空间的一个具体例子.上面讲到的集合(: [ a ，6]， 关于函数加法及与 
实数的乘法则组成实数域 K 上的线性空间.下面再举一些例子. 

例 1.1 取集合 V 为三维几何空间中全体向量(有向线段），尺 
为实数域 1 R . 则 V 关于向量加法(平行四边形法则)和与实数的数乘 
构成一实数域 1 R 上的线性空间. 

例 1. 2取数域 K 上 mXn 矩阵的全体所成的集合 ， 

加法和数乘为矩阵加法和数乘.显然，定义中的八条性质是具备的， 
因此， MmOO 构成一数域尺上的线性空间. 

例 1.3 取全体实数所成的集合 K ,其加法为普通实数的加法, 

其与有理数的数乘为普通数的乘法，则 1 R 为有理数域 Q 上的一个线 
性空间. 


例 1.4 取以 数域尺 的元素作系数的一元多项式 / Cr ) 的全体 
所成的集合，记之为 K [_ x \ 加法为通常多项式的加法，与尺的元素 
的数乘为通常数与多项式的乘法.显然，定义中的八条性质是具备 
的，因而 KDr ] 是数域尺上的一个线性空间. 
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例 1.5 取以数域 iC 的元素作系数而次数小于 w 的一元多项式 
/ Or ) 的全体再加上零多项式所成的集合，记之为加法与数 

乘运算同例 1. 4. 显然，尺|>]„也是数域尺上的一个线性空间. 

如果取 V "为尺[1]中全体 w 次多项式 ( w 为一^个固定的正整数) 
所成的集合，加法'与数乘定义同例 1. 4,那么此时 V 不成一线性空 
间，因为它关于加法运算不封闭(或者更确切地说，这个集合内多项 
式的加法并不总有意义). 例如： : r ” ev ，一/ ev ， 但 (/)+(-/) 

0 §y. 




从上面的例子已经可以看出，线性空间的概念比 m 维向量空间 
的概念具有更大的普遍性，因而，它的应用范围也更广. 

因为线性空间是从向量空间抽象出来的，所以我们把线性空间 
的元素也称为向置.显然，它已不再具有三维几何空间中向量的几何 
直观意义，也不再具有 m 维向量空间中向量的 m 元有序数组的具体 
形式.线性空间中的零元素称为零向置. 一 个向量 a 的负元素则称为 
a 的负向置. 


线性空间的基本属性 




设 V 是数域尺上的线性空间.由于 V 内的加法和数乘是以抽 
象的形式给出来的，可能跟我们熟悉的数或向量空间中向量的加法 
和数乘相去甚远，因此，我们已经习以为常的一些事实，都需要从逻 
辑上加以证明以确认其正确性.下面把主要的事实列举出来. 

1) V 中零向量是唯一的. 

设 V 中又有另一 V 也满足零向量的要求，那么按运算法则 ( iii ) 


及 （ ii )， 有 


= o ’ + 0 = 0 + c / = 0 


V 中唯一的零向量今后固定记为 0. 

2) y 中任一向量 a 的负向量是唯一的. 

设均为 a 的负向量，则 

爲 = 乡 + 0 =卢 + (a + 卢 !） = a :) - 

= 0 + A = A. 

a 的唯一负向量今后固定记为一 a , 而 a + ( — 7) 记做 a — 7,并称之为 
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V 内的减法. 

3) 加法有消去律，即由 a -\~ p = a -\-7 可推出 P =7 
只要两边加上一有 

(- a ) + (a + /3) = (- a ) + (a + 7) 


利用加法的结合律，有 


((- a ) + a ) + ^ = ((- a ) + a ) + 7， 

/?=o+^=o+y=y. 

4) 加法可移项，即由 a+p=y 推出 a=y—/?. 我们有 
a = a + 0 = a + (A + ( —卢 )） = O + 灼 + (― /?) 

y + d -^) = y -/ 3 . 

0; ( — l)a= — a，k • 0 = 0. 


即有 




5) 0 


a = 


分别证这三个等式 
因为0 • a +0 


(0+0) a =0 • a ， 移项得 

0 *^= 0 ; 

因为 a +( —1) • a=l • a +( —1) • a = (1 + ( — l))a = 0 • a =0 9 

故 (一 l ) a 为 o : 的负向量，又由负向量的唯一^性即知（一 l ) a = — a ； 

因 为灸. 0 +々 • 0 =々（0 + 0)=々 • 0 =々 • 0 + 0,由消去律即知 


a= 


k • 0 = 0 


6 ) 若 ka = p ， 々尹0,则 


k 


这是因为^=1 


a = — ( ka ) = —8. 由此立即推出， 


k 


k 


k 


当 ka = 0 且 k ^ O 时必有 


0 = 0 


k 


3. 线性空间的基本概念 


对数域 K 上的 m 维向量空间，我们在第二章§ 1中已经给 

出了一些基本概念和命题.在引言中已指出，这些概念和命题都仅仅 
用到加法、数乘的八条运算法则，而与向量的具体表达形式 ( m 元有 
序数组)及向量加法、数乘的具体形式无关，而八条运算法则现在已 
经作为公理包含在线性空间的定义之中，所以那里涉及的基本概念 
及命题(即命题 1. 2，1. 3,1. 4,1. 5,1. 6及它们的推论)对数域尺上 
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的任意线性空间也都是成立的，不需重新证明，可以直接引用.下面 
只把几个重要概念简单重复说一下. 

1) 给定 v 内一个向量组七 

存在数域 iC 内的 S 个数々1，々2,…，九，使 


如果对 V 内一个向量 A 


^2 


a s 


• • • 


9 


^ = k x a x + k 2 ct 2 + ••• + k s a s 

线性表示. 


则称/?可被向量组 ~， a 2 

2) 给定 F 内一个向量组 
的 S 个数々^々2,…，九，使 


^5 


鲁## 


，〜如 果存在 a : 内不全为零 


^2 


• •鲁 


々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a s = 0 

线性相关.如果由 

々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a s = 0 

必定推出 々 i =々2 = w =々5 = 0, 则称向量组 a l 9 a 2 9 

3) 给定 V 内两个向量组 


则称向量组 


9^2 9 


a s 


• •鲁 


9 


a s 线性无关 


• •鲁 


( I ) 


0 ^ r 


A ， ot 2J 

戸1， 心， 


• • • 


A 


⑴ 


• •鲁 


如果 （I ) 中任一向量都能被 （ I ) 线性表 亦 ，反过来，（ I )中任一向量也 
都能被（ I )线性表示，则称两向量组等价. 

4) 给定 V 内一个向量组 
^满足如下 条件： 


， A ， 如果它有一个部分组 


^2 




鲁## 


O^i 


~线性无关； 

( ii ) 原向量组中任一向量都能被 

则称此部分组为原向量组的一个极大线性无关部分组.一个向量组 

的任一极大线性无关部分组中均包含相同数目的向量，其向量数目 
称为该向量组的秩. 

在第二章§ 1中指出，尺 w 中一个向量组线性相关或线性无关等 
价于一个齐次线性方程组有无非零解.现在处理的是一般抽象线性 
空间，向量一般说不再是 m 元有序数组，所以向量组线性相关或线 
性无关不能再用齐次线性方程组有无非零解来判断了.现在应该根 
据各具体线性空间内向量及其加法、数乘的具体含义作具体分析，不 
能一概而论.下面举两个例子. 

在实数域上线性空间 C [ a ，6] 内给定向量组 


( i ) oti 




oti 线性表 7 K ， 


洱，，洱 


例1 
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这里 A，A 2 是两个不同的实数.判断此向量组是否线性无关. 

按定义，设此向量组的一个实系数线性组合等于零向量 




k^ x + k 2 e x ^ x = 0 


来判断是否 ^=^ = 0 . 首先要弄清上面等式的含意是什么.等式左 

端是 [a，6] 上两个连续函数分别乘以实数心,怂再相加，它仍然为 

内一个连续函数.右端的0为 C[a,6] 内的零向量，容易知道, 
6] 的零向量为区间 [a，6] 内的常数函数0,所以上述线性空间内 
的等式“翻译”成数学分析的语言 就是： 能否找到两个不全为零实数 

使左端的连续函数为 0,6] 内常数函数零. 

方法1用反证法.设有不全为0的实数使 k ^ x + k 2 ^ x 
= 0(V \_ ajb ]). 不妨设 々iX)， 那么(现在可以使用数学分析的知 
识)我们有 


k 


e (A l _A 2 ) 


k 


因七一々关0，左端为指数函数.而右端为 [a，6] 内常数函数.在区间 
|>，6]内两函数相等，这与指数函数为|>,幻内单调函数(非常数函 
数)矛盾.故必有 h=h = 0. 即向量组 A， 々为 CO,6] 内线性无关 
向量组 • 


方法 2将 [a，6] 内函数等式 


k^ x + k 2 ^ x = 0 


两边在开区间 ( a 9 b ) 内求微商，得 


々 1^1〆〆 + = 0 


现在把 k l 9 k 2 当作未知量，上面两式联立，是两个未知量两个方程的 
齐次线性方程组，其系数矩阵的行列式为 


= e (A i +A 2 )x (A 2 - A0. 


AW A 2 e A ， 


此行列式对 (a ，6)内任意 x 均不为0.而心，々 2 满足的上面两个方程 
对任意： re (a，6) 均 成立. 在此情况下，根据第三章定理 3. 1知 k ,= k 2 

= 0,故向量组 


为 c[a，6] 内线性无关向量组. 
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方法3 等式 


b 代入 


对区间 [ a ，6] 内任意工均成立.现分别令 


9 


kie Xl ° + = 0 


+ = 0 . 

^ k 19 k 2 当作未知量求上面齐次线性方程组 的解： 写出系数矩阵，作 
消元法 


Lb 


k 


V 




V 


A 0 a+A-, b 一 A 


e v e v 


A «6 


0 


易知 AhVo , 故上面齐次线性方程组只有零解，即 k ,= k 2 
= 0,于是 


v 线性无关. 

例 1. 7 考査集合 




Q(V ^") = {a b \a 9 b G Q }. 

在其中定义加法为普通实数的加法，与任意有理数々的数乘为有理 
数与实数的乘法.那么，关于上述加法与数乘， Q (>/ r ) 为有理数域 
Q 上的线性空间(八条公理显然满足).在此线性空间内给定向量组 

— 2，3，2 • 

它线性相关.因为令々1 = *^■，&2 = j ， 々3 = 0,它是 Q 上一组不全为0 
的数，使 


( 一 2) + 々2 • (3) + ) = 0 

如果考查 Q ( vT ) 内向量组 


k 


VY 


为判断其是否线性相关，设有心，々 2 e Q ，使 

々 1 • ( 3 ) + k 2 (^/Y) = 0 


若々2#0,则 


3k 


vT 


e Q 


k 2 


这与 v r ^为 无理数矛盾.故必有々2 = 0,代入原式立得々1 = 0,故3, 

为线性空间 q ) 内的一个线性无关向量组. 
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基和维数 


參 


在有了线性空间的概念之后，现在我们就可以把研究深入一步 
了.本段的内容是介绍线性空间的一个核心 概念： 基和维数.首先证 
明一个命题. 

命题 1.1 设 v 是数域 k 上的一个线性空间.如果在 v 中存在 
^个线性无关的向量 


a ) 


^1 9^2 




• • • 


使 V 中任一向量均能被⑴线性表示，那么，有 

( i ) 任给 V 内 w 个线性无关向量 


( I ) 


7i，％， …,7 


MV 中任一向量都能被00线性 表示； 

( ii ) 如果 7 i ，72, … ，仏是 V 的一个线性无关向量组，且 V 内任一 
向量均能被它们线性表示，则 s = n . 

证 （ i ) 任给 V ，考查向量组 


7i， 72 




9 


它们能被( I )线性表示，其个数由第二章命题 1.4, 此向量组线 
性相关.已知 Vi ， V 2, …， Vn 线性无关，由第二章命题 3. 2知 a 可被 71 ， 

Vn 线性表示. 

( ii ) 根据所给的条件，％，公，…，7,与 A 
命题 1. 5的推论2,它们的秩相同.它们又都是线性无关的，其秩分 
别为 S 与72，故5 = «. | 

根据命题 1. 1，我们可以给出如下一个重要 概念： 

定义设 V 是数域 K 上的一个线性空间.如果 V 中存在 n 个 
线性无关的向量 


72 


• •鲁 


e n 等价，由第二章 


^2 


• •參 


^1 9 ^2 




• •鲁 


mv 中任一向量均能被此向量组线性表示，则 v 称为《 维线性空 
间 ，记做 dimV = n . 上述向量组称为 V 的一组基.单由零向量组成的 

线性空间 称为零空间. 零空间的维数定义为零. 

从命题 1. 1 可知： 在 W 维线性空间中，任意 n 个线性无关向量 
都是它的一组基，反之，它的任意一组基也一定恰好含有 n 个向量. 
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显然，在一个 w 维线性空间中，任意 n + \ 个向量都是线性相关的，所 
以，在一个 n 维线性空间中最多只有《个线性无关的向量. 

如果一个线性空间有 W 个线性无关向量，而任意 n + 1 个向量都 
线性相关，那么，按第二章命题 3. 2,它即为；2维线性空间. 

如果在一个线性空间中存在任意多个线性无关的向量，则称之 
为无限维线性空间 .而 n 维线性空间则统称 为有限维线性空间. 本书 
主要讨论有限维线性空间. 

命题 1. 1有一个明显的推论. 

推论 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间 . ^ 

一^个向量组，使 V 中任一'向量可被它线性表示，则此向量组为 V "的 

一 组基. 


%是 V 中 


汉 2 


• • • 


%与 F 的任一组基等价，秩都为〜故线性 


证此时^ 


^2 


# • _ 


无关 


考查数域尺上全体 mXn 矩阵所组成的线性空间 

1，2，〜，幻表示第£行第 > 列元素 


争 


M m ， n ( K ) •令 £ 0 G = 1 ，2， 

为1,其他元素为零的 m X «矩阵.不难验证向量组线性无关,且 
任一向量(为 mXn 矩阵)均能被它们线性表示.故 Eij (£ = 1,2, 




• • • 




1，2,…， n ) 是线性空间的一组基，于是 

) == 7TLTI* 

例 1. 8的一个特殊情况是 m = l ，这就是;2维向量空间.它的一 




组基是 


(1，0,…， 0) 


£i 




^2 = ( 0,1 


0)， 


9 


(0,0,…， 1). 

现在中任意 n 个线性无关的向量都构成的一组基.在 K 
中给定《个向量 






a \2 


^1 


11 


a 22 


a 2n 


^21 


^1 = 


^2 = 


nn 
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把它们作为列向量(或行向量)排成一个 n 阶方阵 


^12 


11 


a 21 a 22 


^2n 


A = 


f^n\ ^n2 


nn 


〜是尺”的一组基的充分必要条件是 z 满秩，而这又 

与 M | 关0等价.很显然，满秩的 n 阶方阵有无穷多，从而尺”内有无 
穷多组基. 


那么 


汉1，汉2 


鲁## 


三维几何空间是实数域上的线性空间.在第三章§ 1已 
讲到,任意三个不共面的向量 a ， b，c 都线性无关，从几何学的知识又 
知道，空间中任意向量均能被线性表示，所以 a ， b，c 构成三维 
几何空间的一组基.这就是我们把现实几何空间称为“三维空间”的 


參 


原因 


例 1 . 10 考查例 1. 5的线性空间 Klx \. 在它里面挑出 W 个向 
量(即 w 个一元多项式） 


n —1 


我们证明它们线性无关.设 

是 0 • 1 + + k 2 x 2 + ••• + k n -iX 

上面的等式表示工用数域 K 内任何数代进去等式都成立.如果是。， 

不全为零，那么等式左端是一^个次数—1的多项式，它 
最多只有 n ~ l 个根.现在数域尺内的数都是它的根,而任一数域都 
包含无穷多个数，这是矛盾的.因此，必定有 々 O = Al = 〜= A„-l = 0 .另 
一方面，尺[: C ]„ 内任一向量/( X )显然都能被上述向量组线性表示， 
于是它们组成 Klx \ 的一组基.从而有 

6\TiiK\_x~\ n = n , 

例 1. 11把全体复数所成的集合看做复数域 C 上的线性空间， 
则数 1( 当作向量看)是它的一组基，故此线性空间是一维的.如把全 
体复数所成的集合看做实数域 1 R 上的线性空间，则 l ， i 是它的一组 
基，其维数为 2. 

例 1 . 12 考査例 1. 4中的线性空间尺 Dr ]. 根据例 1. 10的分 

析，不难看出，在向量组 


n — 1 


= 0 


k . 


聲## 
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1 yX 


n 


•參# 


9 


中任取有限个都是线性无关的 . 所以 ，尺 |>] 是一个无限维线性空间 . 

例 1. 13 我们来证明 C[a ，々 ] 是实数域上的无限维线性空间 . 
对任意正整数取 w 个两两不等的实数七 3 2 ， *“,1 ，我们来证 
明 C[a,6 ] 内的向量组 


A 


V 


又一 x 


X 


e 


n 


e 


e 


线性无关.设 


A 


+ k 2 ^ x + - + k n e 


Ax 


x 


kie 


= 0 


It 


在 02, 6) 内求 W — 1 次微商，得 


^ 1 A 1 e AlX + 々 2 义 2^’ + …+ 

kiAle klX -f- 々 2 A 】 e A2<r + …+ k n Ale x 


A 


X 


= 0 


n 


x 


= 0 


n 


一 1 a 


n 一 1 _ A 


-1 A 


+ ^2^2 

把心 ， k 2 ， … ， h 看做未知数，上面是 ; i 个未知数《个方程的齐次线性 
方程组，其系数矩阵的行列式是(令 A==A 1 +A 2 + … +AJ 


k x X 


X 


+ …+ k n X ^ 


x 


= 0 


n 


e 


e 


e 


x 


A 


Ax 


x 


x 


e 


n 


e 


e 


A 


A 


A 


A , 


^1 又 2 


X 


A x e 


A 2 e 


X 


X 




•鲁鲁 


n 


• •鲁 




^ X\ X\ 


A ^ e A 2 


A ? e Al 




X 


X 


X 


•鲁鲁 


n 


=e 


-l 


— l 


缸 n (人 •— 七） # o 


-1 A 


v 


-1 A 


-i 


A ； 




X 


A ; 


A ： 


X 


• •參 


e 


n 


e 


e 


•鲁# 


=e 




根据第三章定理 3. 1 ，心二心二 … = 々 „ = 0. 

现在对任意正整数 《， C[a ， 6] 内都存在含《个向量的线性无关 
向量组，这表明是无限维的 . 


向置的坐标 


参 


设 V 是数域尺上的 W 维线性空间，而 


e 


^2 


e 


1 


n 


是它的一组基.任给 有表示式 
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a = + + …+ a n e n 


线性无关，根据第二章命题 3. 1，这个表达式的系数 

e » 下的 坐标. 

为书写方便，我们借助于矩阵乘法的法则，在形式上把 a 的坐标 
表示式写成 


由于 Q 
是唯一确定的.我们称 


^2 


€ 


n 


为 a 在基 


乞1 


d \ 9^2 


9 


• • • 


• ♦鲁 


9 


9 


9 


9 


^1 


a z 


汉 = (忘1，€2,…， 心） 


n 


当然，这只是一个约定，并非真正的矩阵的乘法.但不难看出，矩阵乘 
法的某些规律，例如结合律，对这种形式的写法也是适用的. 

要求一个向量 a 在某一组基下的坐标，只要设法将这个向量表 
成这组基的线性组合就可以了. 

例 1. 14考虑 w 维线性空间 X " [: r ]„， 它的 一 个向量/(工)为的 

一 个一元多项式 


/(x) = a 0 + a x x + ••• + a n - Y x 


n — 1 


u e k ). 


下的坐标为 


显然，它在基 1 
写法，可写为 


用形式 


2 


n — 1 


fXfX 


X 


CIq fd\ f dz 


，一 1 • 


9 


a Q 




fix) = (1 


n —1 


X 


X 


a 


n — 1 


任给 a GiC ， 按二项展开公式，我们有 


§0 


k 


k 


(jT — a + ( X s ) 


一 a ) 


X 




这表明 Klx \ 内下列向量组 


一 1 


Cr — a) 2 . 


(x — a) n 

等价，从而它也是 K [: T ]„ 的一组 


x — a 


• •鲁 


9 


与 K \_ X ~\ n 的一组基 1， U 2 , … 


n — 1 


X 


9 


基 


为了深入一步讨论数域 K 上的多项式，我们现在介绍多项式的 
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形式微商的概念.在数学分析课中读者已熟知实系数多项式的微商. 
因为在一般数域内没有极限概念（因为数域对求极限运算一般不封 
闭，例如一个有理数序列，当极限存在时，其极限值一般不再是有理 
数），所以也没有数学分析中的微商运算.但是我们可以“形式”地将 
数学分析中实系数多项式的微商公式照搬过来. 

对数域尺上任意多项式 


f (x) =a 0 x m ^aix m ~ l J ta2X m ~ 2 + ••• +a m -i^:+a 


m 9 


定义 


tn _ 1 


+ai (m 一 一 2)a: m_3 + ### +a 


f (x) = 

称 / U ) 为 / Cr ) 的形式微商,它仍为 K 上的一个多项式，但次数比 
/ Cr ) 的次数减1或变为零多项式. 

形式微商显然也具有数学分析中微商的基本 性质： 对尺上任 

意两个多项式 fix )， g ( x ) ，及任意々6尺，有 

(/o) + g{x)y = f {x) + g f m 


a^rnx 


tn —— 1 ， 


■ 

9 


(kf(x)y = kf (x )； 

= f (x)g(x) + f (x)g f (X). 

现在设 / Cr ) 是内任意多项式， a 为 A ： 内任意数，那么有 


/(x)=a 0 +ai (j ： —a)+a 2 (o ： —a) 2 + ••- +a n _i {x—aY 


—1 


对 / Cr ) 逐次求形式微商，再令 


代入，立即得 


x = a 


f{a) 


(2() 




f(a) 






士 f" (a) 


^2 = 


严一 1 )⑷ 


a 


n—l 


(n — 1)\ 


于是 


尸⑷ 


f(x)= /(a) + f (a)(x — a ) ― 


(x — a ) 


严一 d ⑷ 

in — 1 )] 

这称为 数域尺 上多项式的 Taylor 展开式.由此即可知 / Cr ) 在基 


Cr 一 a) n ~ 




籲參 • 
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Cr — 幻 2 ,…， Cr—a 广 1 下的坐标表示式为 


1 


x — a 




9 


f(a) 


f (a) 

尸⑷ 


/O) = (1 


(x — a ) 2 ，…， （jc — a) n ~ l ) 


a 


JO 




9 


9 


(n — 1)\ 


Jl .15 设在 iC 1 中给定一组基及一向量沒 


b 


a 


a \2 


a 


li 


In 


h 


a 2\ 


a 22 


a 2 符 


/? 


a 


a 2 = 


a 




n 


b 


a 


a 


nl 


nn 


n 


求 /? 在基七，七，…，％下的坐标. 

这只要求解下列向量方程 


工 l a l + 工 2 a 2 + …+ 工 n a n = I 


把 ^1^2 


A 作为列向量排成一个/2阶方阵 A ，它就是上面线性方 
程组的系数矩阵.现在 A 满秩，可单用初等行变换化为 £. 写出方程 


• • • 


9 


9 


组的增广矩阵，用初等行变换把 A 的位置化为 E 


a ll a l2 




^1 


n 


bi 行变换 


a Z\ a 22 


a 2n 


C 2 


• • • 


A = 


E 


b 


<^nl 


a 


c 


nl 


nn 


n 


n 


上面第二个矩阵中右边一列即为 ^ 在基 

例 1.16 在尺 4 中给定向量组 

〜=(2，1，0，1)， 

戊 2 = (1， 一 3，2, 4) , 

a 3 = ( — 5，0，一 1, — 7) 

= (1， 一 6，2，6)， 


A 下的坐标 


^1^2 


_ • • 


9 


9 


因为 
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0 




A 


= 27^0 




0 


2 




|1 4-7 

所以这四个向量线性无关，构成了尺 4 的一组基.又设 

^ = (8,9， 一 5,0). 

求夕在这组基下的坐标，按例 1. 15指出的办法 求解： 

10 0 0 

0100—4 

0 0 10—1 

0 0 0 1 1 


1 — 5 


1 - 3 


0 — 6 


0 


4 — 7 


0 


于是 


/?= 3a x — 4^2 — a 3 + a 4 


— 4 


= ( a lt a 2 , a 3 , a 4 ) 


-1 


现设在数域尺上的〃维线性空间 y 内取定一组基^ 
设向量〃，/?在此组基下的坐标表示式为 


e 2 




•參參 


a 


a 2 


a = (€ l9 € 2 




•參參 


a 


n 


b 


h 


^ = (^1 9^2 


e n ) 


b 


n 


那么 


a + /?== (^1^1 H~ + ••• + a n e n) 

+ (^1 £ 1 H~ 办 2 £ 2 + ••• + b n £n) 
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(^1 + bi)e x + (a 2 + 62)^2 + …+ (A + bn)e 




<2i -{- b 


a 2 + 62 


= (^! 9 e 2 


O 


參 • _ 


9 


9 


+ b 


a 


对数域尺内任意数々，又有 


kct= kUi^i " f " k(l2^2 H ~ ### H ~ kd n E 


ka 


ka 


(^1 9^2 


o 




• • • 


9 


9 


ka 


V 内一个向量 a 在基 £i 
量， v 中两个向量相加对应于它们在尺”中的坐标向量相加, v 中向 
量的数乘对应于它们在尺”中的坐标向量作数乘.这样，我们把 v 中 
向量的抽象加法、数乘运算具体化为它们的坐标作为尺”中的向量， 
按 K ” 的向量加法、数乘(都是具体的）作运算.这就是说，在 V 中取 
定一组基后，又把抽象的东西还原为具体的东西.这种由具体上升到 
抽象，再由抽象返回到具体,不断循环往复，是代数学的基本方法. 

现在给定 F 中一向量组 

的坐标表示式为 


下的坐标可以看做尺”中一个向 


£ 


^2 


• 參 • 


9 


9 


9 


n 


设它们在基 A 


SnT 


e 2 


_ • • 


參 • • 


9 


9 


9 


y 


9 


^n)Ai (>• = 1，2 

a nt y € K n 为 在此组基下的坐标.那么，对任 


s) 


( e l ， e 2 


a 




m m m 


9 


其中 Ai = ( au 9 a 2 

意 n ， …，九 ex ， 我们有 


• • • 


t 9 


9 


+ 是 2 a 2 + … + ^ s a s 

=(£1 »£? 


e rt )|_^ 1 A 1 + 々 2A + … + k s A s ~\. 

等式左端是 F 内向量组的线性组合，等式右边方括号内是尺”中向 
量组的线性组合.因为一个向量在基^ 

零向量(即其坐标全为 0) 的充分必要条件是该向量为 V 中的零向 
量，所以 A 1 a 1 + A 2 fl ； 2 + …+心=0的充分必要条件是 kiAi -\- k 2 A 2 -\-''' 

- {- k s A s = 0. 由此我们得到如下命题. 


• _ • 






下的坐标为中 


^2 


£ 


• _ _ 


9 


9 


9 


n 
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命题 1.2 设 F 是数域 K 上的 w 维线性空间.在 V 内取定一组 

中各向量在此组基下的坐 


基。 

标表示式为 


设 F 内向量组 a lf a 2 






m m m 


參 • • 


9 


9 




e n )Ai (i = 1 ， 2 ， ... ， s ) ， 

仏线 性相关(无关）的充分必要条件是耒，>1 2 ,…， A 在 


^ = Oi，q 


_ _ _ 


则 A 

K n 内线性相关(无关). 




• • • 


证 根据上面的分析，存在尺内不全为0的一组数 h ，々 2 , …，々 


使 


々 l a l + 々 2 a 2 + …+ ^s a s 


0 




的充分必要条件是这组不全为0的数使 

k\A\ H - 々 2A2 + …+ = 0 


故知命题成立. 


基变换与坐标变换 


參 


从前面讨论的各种例子读者已经看到，在一个有限维线性空间 
v 内，基的选取并不唯一，实际上有无穷多组不同的基.特别要指出 
的是，如果^ 


是 V 的一组基，那么把它们按任意次序重排 
仍为 V 的一组基(因为它也是 w 个线性无关向量），而 

71 

且与原来的基不同（因为一个向量《在这两组基下的坐标是尺”中两 
个不同向量).由此立即需要解决一个 问题： 找出 V 中两组基之间的 


^2 


e n 


• • • 


得 




关系 • 


线性空间中的基变换 

设在〃维线性空间 V 内给定两组基 




£ 


^2 


1 


7 i , 72 


Vn 


每个&都能被^ 


线性表示.设 


e 2 


參 _ • 


71 


Vi = ^ii e i + t 

V 2 = 广 12 e i + 右 22 e 2 + …+ tn2 e n f 


+ …+ tn \ e n ^ 


e 


21^2 


Vn = t\n e \ + 亡 2n e 2 + … + 
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再度借助矩阵乘法法则，把上面的公式形式地写成 


亡 12 


In 


玄 21 尤 22 




參 • _ 


(7” 7 2 


7 n ) = ( £ 1， £ 2 


O 


• •馨 


_ _ • 






9 


9 


tn 2 


nl 


nn 


命 


广 11 广 12 


亡 In 


• _ • 


tin 


(21 (22 


♦參 • 


T = 


^nl ^n2 


tnn 


•參 • 


称: r 为从基 ei 


到基 7 i ，％ 

命题 1 . 3 在数域尺上的 w 维线性空间 F 内给定一组基 ei , e 2 
e„.T 是 K 上一个《阶方阵.命 

(Vl ， V2 ， … ， Vn) = ( ^1 9^2 


In 的过渡矩阵 


e 2 


£ 


• • • 


9 


9 


9 


9 


n 


9 




e n ) T . 


•參 • 


9 


9 


则有 


( i ) 如果％，％，…， 7 n 是 v 的一组基 ，则了 可逆 

( ii ) 如果: T 可逆，则％，7 2 

证设了 =(~)的列向量组为 


%是 V 的一组基. 


_ _ _ 

9 9 


12 


In 


11 


2n 


21 


22 


T 


T 


T 2 = 


• •參 


9 


n 


nn 


则有 


e n n \， 


Vl = ( e l ， e 2 

72 = ( e i， e 2 


•參 • 


9 


e n )T 


m m m 


y 


9 


e n )T 


Vn = ( e i， e 2 


•參 • 


9 


9 




▽ n 是 V 的一组基的充分必要条件是 7 l ，72, …，线性无 
关，按命题 1. 2,这等价于 7\, T 2 ，…, T „ 在尺”内线性无关，而后者又 
等价于： T 满秩或可逆. ■ 


7 i ， 72 


•參 • 


9 


9 
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根据上面的命题，两组基之间的过渡矩阵是可逆矩阵.反过来， 
从一组给定的基出发，借助于某一可逆矩阵： T ， 就可以获得一组新的 


基 


线性空间中的坐标变换 

设 V 中一^个向量《在第一组基 £i 


下的坐标为 


e 2 


£ 


^ 19^2 9 


• • • 


9 


9 


9 


71 


即 


X 


n ， 


工1 


工2 


+ x n e n = (e l9 e 2 




a 


m m m 


m m m 


9 


9 


X 


n 


又设 a 在第二组基 7l ， 72 


Vn 下的坐标为％ 


即 


，： V 2, 


，： yn ， 


• • • 


y 


9 


yi 


yi 


: yi7i + yih + ••• + ynVn = Qn 


Vn) 


a 




n 


现设两组基间的过渡矩阵为 TJP 


e n )T 


(7l ， 72, … ， 7n) = (^1 ^2 


• _ • 




令 


3 ^i 


工 l 


工 2 


3^2 


X = 


Y = 


x 


y 


n 


n 


那么 


^ n)X = (H 


a = ( e l 


VnW 


參 • _ 


• • • 






9 


9 


以关系式 


in ， … ， Vn) = Ul ， € 2 , …， OT 


代入，得 


e ”)(7 T ). 

是一组基，线性无关，它们的两个线性组合相等时 ， 


^) X =[(£ 


( £ 1 ， e 2 


^2 


_ •參 


_參 • 


y 




9 


9 


( ^1 f ^2 




• • • 


9 




由于& 


e 2 


e n 


_ 參 _ 


9 


9 
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对应系数相等，故得 


X = TY. 

这就是我们所寻求的 坐标变换公式 .在上面的推理中用到形式矩阵 
乘法的结合律.只要检查一下就会发现，在证明矩阵乘法结合律时, 
只用到与线性空间八条运算法则相似的数的运算法则，所以矩阵乘 
法的结合律对于现在形式写法也适用，无须再作单独的证明. 

最后，将本段落的内容概括如下. 

1) 基变换 公式： 

(7l ， 72 ， *" ， 7n) = (Sl 

2) 坐标变换公式：若 《==(& 


eJ7% \T\ 0 ； 

e n )X= (71 ， 72 ， ”- ， 7« 作，则 


£ 


• _ • 


e 2 


_ _ _ 


X=TY 


7. F 中的基变换 


我们具体探讨一下如何求尺”中两组基之间的过渡矩阵. 
设第一组基为 


e i = ( an ， a 21 ，… f a nl ) 

^2 = (“12 ，“22，…， 


In ， a2n ， ••• ? ^nn ) 






第二组基为 


Vl = (办 11，办21，…，办 nl ) 
▽2 = (办 12，厶22，…，办 n 2 ) 


Vn = (b ln ， b 2n ， … ， b nn ) 


而 


(7 l ，72, …， = ( £ 1， £ 2，.”，0了 


按定义，: T 的第£个列向量的分量是 I 在基…，&下的坐标.以 

作列向量排成矩阵 


^1 9^2 


e 


_ _ • 


n 


a l2 


11 


^21 a ZZ 


A = 


a 


^n2 


nn 
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那么，按照中向量坐标的求法(参看上面的例 1. 15)，把 Vi ， V 2' 
…，％(每个％相当于例 1. 15中的 /?) 作列向量组排成一个 w 阶方阵 


办12 


bi 


• ♦ _ 


11 


n 


b 


b 




_ 參 _ 


21 


22 


n 


B = 


bnn 


Kl 


• _ • 


nl 


写出分块矩阵 ( AB )， 用初等行变换(不能作列变换)把左边矩 
WA 处化为单位矩阵£，则右边出来的就是过渡矩阵: T , 示意 如下： 

行变换 


(A ! B ) 

求出过渡矩阵后，坐标变换公式也就有了. 


(E ! T ) 


例 1.17 在尺 3 中给定两组基 

^1 = (1，0，一 1)， e 2 = (2，1，1) 

7 i = (0，1，1)， 

求它们之间的过渡矩阵: T . 

解分别以和71,72,73作列向量组排成两个矩阵 A 及 


e 3 = (1 ，1 ，1) 

( 一 1，1，0)，％ = (1，2，1) 


9 


V 2 




B 


0—11 


B = 1 


A = 


0 


-111 


0 


做初等行变换如下 


12 1 i 0 - 1 1 


( AjB ) = 


0 


1 


1 


-1 1 1:1 


0 


12 1 : 0 - 1 1 


0 


1 


1 


0 3 2:1 — 1 2 


0 — 1 


0 


0 0-1 


— 2 — 4 — 4 
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12 0 ： - 2 


- 5 




0 1 0 ： — 1 




0 0 1 

10 0 
0 1 0 : — 1 


4 


0 


- 3 




0 0 1 


4 


0 


于是 


T = 


- 1 




4 


4 


國 


习 


1. 以表示在区间内存在任意阶导数的实函数的 
全体所成的集合.在 D ( a ，6) 内定义加法为函数的加法，与实数的数 
乘为实数与函数的乘法.证明 D ( a 4) 构成实数域上的线性空间. 

2. 检验以下集合对于所指定的运算是否构成实数域上的线性 


空间 


(1) 全体 n 阶实对称矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数的 


数乘 


(2) 全体〃阶实上三角矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数 


的数乘 


(3) 全体〃阶实对角矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数的 


数乘 


(4) 平面上不平行于某一非零向量的全部向量所成的集合关于 
向量的加法和数乘运算； 

(5) 全体实数的二元有序数组所成的集合关于下面定义的运 


算 


㊉ (a 2 = Ccii + ciz，bi + 62 + <^1^2) 


k (,k 一 1 ) 


k 0 (< 2 , 6 )= 


a 


(6) 平面上全体向量所成的集合关于通常的向量加法和如下定 
义的数量 乘法： 
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k o a = a ； 

(7) 全体正实数所成的集合关于下面定义的运算 

a @ b = ab ， 


k 


3 - 令 


1 + 




而 Q O ) 为全体形如 


a+bco (a,b eQ) 

的数所成的集合.定义 Q ( a >) 内元素的加法为普通数的加法，与有理 
数々的数乘为普通数的乘法. 证明： QO ) 关于上述运算成为有理数 
域 Q 上的一个线性空间. 

4. 设 F 是数域 K 上的线性空间.把 V 中向量与 K 内的数乘重 


新 定义： 若々 = 0,则々 


0,若々#0,则々 。 a = Ya •问 V 关于原有 


a = 


k 


向量加法及新定义的数乘是否构成尺上的线性空间？ 

5. 设 V 是数域 K 上的线性空间 . A 是一个集合，已知/为 A 到 
F 的一个集合间的双射.在 A 中定义加法如下：对任意乂,令 

« ㊉ /^二广^/⑻ + /(/?)]. 

在乂 中定义 尺内数々与乂 内元素 a 的数乘 如下： 

k 。 a = /_W(a)]. 

证明 A 关于上述加法与数乘构成 K 上的线性空间. 

6. 在实数域上线性空间(:[一 7 t ,7 r ] 内判断下列向量组是否线性 

相关，并求它们的秩： 


(1) cos 2 ： r ， sin 2 ： r ; 

(2) cos 2 ： r ， sin 2 ： r ， l ; 

(3) sinjc 

(4) sinajc , cos^x ( a ^^ O )； 

(5) 1， sinx , sin 2: r ， sin 3 :r 

(6) 1， siiLr ， sin 2 ^: 




sm 


sinnxi 


• • • 


sin x 


7. 在第 3 题的 Q 上线性空间 Q ( a >) 内判断下列向量组是否线性 
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相关，并求它们的秩 


(1) 了，3, 一 7 


4 


( 2 ) 1 


( 0.(0 ^O) . 0 J 


(3) ⑴， G (复共辄）， 

8. 求 Q 上线性空间 Q ( o >) 的维数和一组基. 

9. 求数域尺上全体 n 阶对称矩阵关于矩阵加法、数乘所成的 
K 上线性空间的维数和一组基. 

10. 求数域 K 上全体 n 阶反对称矩阵关于矩阵的加法、数乘所 
成的尺 上线性空间的维数和一组基. 

11. 求第2题的 （5) ， （7) 两实数域上线性空间的维数和一组基. 

12. 给定如下 3 阶方阵 

1 0 0 


1 + V 3 i 




A = 0 


0 


CO 


CO 


0 0 

由 A 的实系数多项式 /( A ) 的全体组成的集合关于矩阵加法、数乘 
组成实数域上线性空间，求它的维数和一组基. 

13. 证明下列向量组 ei , e 2 , e 3 ^4 组成 K 4 的一组基，并求向量^ 
在这组基下的 坐标： 

(1) £ i =( l ， l ， l ， l )， 

e 3 =( l ， _ 1，1， _ 1) 

/?= (1 ，2，1，1). 

(2) & = ( 1，1，0，1 ) ， 

€ 3 = (1 ，1 ，0,0)， 

/?=(1，2，1，1). 

14. 给定数域 K 上的一个 n 阶方阵 A 关0•设 

f (^) = <2oA OT + 七 #— 1 + …+ 〜 (<2 0 ^ 0 ， (2‘ € K) 

是使 /( A ) = 0 的最低次多项式.设 V 是由系数在 K 内的 A 的多项 
式的全体关于矩阵加法、数乘所组成的 K 上线性空间， 证明： 


0) 


芑2 = (1，1， 一 1， 一 1) 

(1， 一 1， 一 1，1) 


^4 






忘2 = (2，1，3，1)， 
84 = (0 ， 1 ， 一 1 ， 一 1) 


E 9 A 9 A 2 , 


— 


參 • • 


9 


MV 的一组基，从而 dimV = m . V 中向量 
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(-A — uE^) k G 尺，0 < 々 < w ) 


在这组基下的坐标. 

15. 接上题.证明 


(A — aEr (k = 0 ，1 ，2 ,…， m — 1) 

也是 F 的一组基.求两组基之间的过渡矩阵: T : 

CE 9 A — aE ，…， （A — a £) m_1 ) = iE ， A ，… ^ A m ~~ l ^T 

16. 在 K 4 中求由基 eueyewh 到基％,7 2 ,73,74的过渡矩阵，并 
求向量/?在所指定的基下的坐标. 

(1) £i = ( l ，0,0,0)，7 i = (2，1， 一1，1)， 

^2= (0,1,0,0) , 72= (0,3，1，0)， 

忘3 = (0,0，1，0)，％ = (5,3,2，1) 

氐4 = (0,0,0，1)* 夕4 = (6,6，1，3) 

求/5=(办 1 ，6 2 ,心,办 4 )在7 1 ，72,7 3 ,7 4 下的坐标. 

(2) £ i = (1，2, 一1，0)， 夕1 = (2 ，1，0，1 ) ， 

(1,-1,1,1), 72=(0, 1,2, 2), 

(- 1 , 2 , 1 , 1 ), 73 =(_ 2 , 1 , 1 , 2 ) 

( 一 1， _ 1，0，1). 7 4 = (1，3，1，2). 

求 /?=(1，0,0,0)在 £ i , e 2 , e 3 ^ 4 下的坐标. 

7 i = ( l ， l ，0， l )， 

£2=(1，1，一1，一1)，72=(2，1，3，1) 

(1,-1,1,-1), 73=(1，1，0,0), 

(1，一1， 一 1 >1). 74 = (0，1， _ 1， _ 1) 

求 (1 ，0,0, 一 1) 在 7 l ，々2，々3，々4下的坐 标. 

17. 接上题 (1) .求一非零向量^使它在基 e lr 

7 3 ,%下有相同的坐标. 

18. 考査数域 K 上线性空间 K [ x \. 给定尺上 n 个两两不等的 




9 


^2 




^3 




^4 




(3) £!=( i , iaa ), 


9 


e 3 




e 4 




q 与 7 i ， 72 ， 


e 2， e 3 


数 


令 


(2 i 9CZ2 ， 


參參* 


， 


/,(:) = Or —< 2i ) •“ Cr — 山)•“ Oc — a n ) (f = l ，2，."， w ) 

(记号 ^ ”表示去掉该项)•证明 AOrhACr ), …, /„ Cr ) 为尺|>]„的 
一 组基. 
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19. 给定数域尺上 n 个两两不等的数 

b „^ K 内任意?2 个数. 找出 K 上次数 < n 的多项式 / U ) ,使 

f (<2f) = (J. = 1 > 2 

20 •设4是数域 K 上的 n 阶方阵.证明存在尺上次数 < n 2 的 

多项式/(工)，使/04) = 0. 

21 . 在线性空间的定义中去掉向量加法交换律（即运算法则 
( ii )) •若 a + 卢=0,证明 /?+ a =0. 

22 . 线性空间定义中去掉向量加法的交换律，证明对任意 
V ，仍有 0+a=a. 

23. 证明线性空间定义中的八条运算法则，其中向量加法的交 
换律可以由其他七条公理推导出来. 

24. 举例 说明： 线性空间定义中的八条运算法则，并不是任意 
一条都可以由其他七条推导出来. 


又设 bi,b 2 y 


d\ 9 0,2 9 


n* 


9 


n ). 


• •擧 


9 




§2 子空间与商空间 


上一节我们已经熟悉了线性空间的基本概念，现在要把对它的 
研讨深入下去.下面主要从两个方面来从事这一工作.第一方面，是 
深入探讨其内部结构.众所周知，为了掌握一台仪器的结构，我们需 
要把它分解开来研究其中的零部件.动物学家为了弄清一种动物，必 
须通过解剖标本了解其各器官.同样的,为了掌握线性空间的结构， 
我们需要深入到它的内部，研讨其“零部件”，即下面所要阐述的各种 
子空间.另一方面，为了从整体上更清晰地俯瞰一个线性空间的全 
貌,我们又常常需要隐去其局部的细节.例如，为了体现一个地区的 
总体情况，我们用一张地图来反映它，在地图上，每个城市被简化为 
一个点.这种方法应用到线性空间的研究中来，就形成商空间的概 
念.这里所介绍的深入研究线性空间的两种方法，是代数学各领域普 
遍使用的基本方法，读者应当细心体会，逐步掌握. 


1. 子空间的基本概念 


首先来看一看三维几何空间.我们取定一个直角坐标系 Oxy 
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以 O 为起点的全体向量关于向量加法和数乘组成实数域上的一个 

三维线性空间.考查通过原点 O 的一张平面 M 
上的全体向量所成的集合，我们仍用 M 来表 
示这个集合(见图 4. 1). M 内两个向量相加仍 
在 Af 内， Af 内一个向量乘以实数々后仍在 M 

内.加法和数乘自然满足线性空间定义中的八 
条性质.所以， A / 也是实数域上的一个线性空 
间.其加法和数乘运算是沿用的三维几何空间 
中向量的加法和数乘运算，这个线性空间是二维的 ( M 内任意不共 
线的两个向量都是它的一组基).同样地，考査过原点 O 的任一直线 
/上全体向量所成的集合，记做关于三维几何空间中向量的加 
法和数乘也组成实数域上的一个线性空间，其维数是 1. 

这些讨论启发我们去考查一般线性空间中的与此相类似的现象. 
定义 设 F 是数域尺上的一个线性空间, M 是 V 的一个非空 
子集.如果 M 关于 V 内的加法与数乘运算也组成数域尺上的一个 
线性空间，则 A / 称为 F 的一个子 空间. 

命题 2 . 1线性空间 y 的一个非空子集 M 是一个子空间的充 
分必要条件是，它满足以下两个 条件： 

( i ) 它对加法封闭，即对 M 内任意两个向量有 

( ii ) 它对数乘运算封闭，即对任一 和任一 keK ， 有 kaeM . 

证 条件的必要性是显然的，我们证明充分性.设条件 ( i ) 和 ( ii ) 

满足.我们只要证明：零向量属于 M ? M 中任一向量 a 的负向量 一 a 
属于 M . 那么，线性空间定义中的八条性质就都具备，于是 M 就是子 
空间了.因为 M 非空，必有某个由条件 ( ii ) 知,0 
另一方面，对任意 aGM , (― 1) • a =— •至此命题 得证. ■ 

是 V 内一个向量组，作它们的所有可能的线 
性组合，由此所得的 V 的子集记做 LCa , ，《 2 ，…如果采用集合论 
中惯用的记号，它可写做 


图 4.1 


0GM 


a = 


现在设 


0^19 a 2 




• •參 


ZOi ， a 2 … ，^) 


= { 々 i a i + 々 2 a 2 + …+ 6 K，i = 1 ， 2 ， 

这个记号的意思是：集合 LOi 


s}. 






的元素是由花括号中所表 


^2 
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达出来的向量组成的，而其中线性组合的各个系数 九 G = 1 ，2,…，^) 
各自遍历数域尺中的一切元素.显然，子集 L { a , 

2 .1 中的条件 ( i ) 和 ( ii )， 故它是 V 的一个子空间，这个子空间称为由 

^ 生成的子空间. 容易看出，向量组 A 
任一极大线性无关部分组都是子空间 Ua , 

此向量组的秩即为 ZXa ，％,•”,&) 的 维数. 

下面我们举几个子空间的具体例子. 

例 2 . 1尺 Dr ]„ 是尺 O ] 的一个子 空间. 因为 Klx \ 作为 K |>] 
的一个非空子集，显然满足命题 2. 1中的条件 ( i ) 与 ( ii ). 

例 2 . 2给定数域 K 上的一个齐次线性方程组 


A ) 满足命题 


^2 


向量组 ot l 9 a 2 


a s 的 


0^2 






的一组基，而 


^2 


« •參 


a \\ x \ "f" ^12^2 H~ ••• H~ a \ 

a lx x x + ^ 22^2 + ••• + a ln x n = 0 


= 0 


n^n 


iaij ^ K) 


^ml 工 1 + <^ml X Z + + 


= 0 


^ mn^n 


它的全体解向量是 K ” 中的一个非空子集 Af . 根据第二章§ 3中指出 
的齐次线性方程组解的两条性质, M 满足命题 2.1 中的条件 ( i ) 与 
( ii ), 故 M 是尺”的一个子空间.这个子空间称为该齐次线性方程组 
的解空间.此齐次线性方程组的任一组基础解系就是线性空间 M 的 
一 组基.如果方程组系数矩阵的秩为则 

dimM = 

例 2. 3考查数域 K 上全体 w 阶方阵所成的线性空间 MAK ). 
设 M 是内主对角线元素之和为零的方阵所成的子集，采用 
集合论的记号，写做 


n 一 T 


{ G M”(K) | “n + <2 2 2 + …+ 

显然， M 也满足命题 2.1 中的条件 ( i ) 与 ( ii ), 故从是風《00的一个 
子空间 • 


M 


0 } 




a 




nn 


应当指出，对于一个线性空间单由它的零向量组成的子集也 
满足命题 2. 1中的条件，所以它也是 V 的一个子空间，称为 零子空 
间 ，记做 {0 }. 另外, F 本身也认为是自身的一个子空间.这两个子空 
间称为 V 的 平凡子空间. 除此之外的子空间称为非 平凡子空间. 

设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间是 V 的一个非 


命题 
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零子空间，则 M 内任一组基都可以扩充成 F 的一组基. 

证 根据命题 1.1,« 维线性空间中至多有 w 个线性无关的向 
量，于是 M 内线性无关向量的个数也不能大于〜故 M 也是有限维 

心为 M 的一组基.于是 M = 


线性空间•设出111从=广，且 q 

Z/(£l ，芑 2，”.，$*)• 


£2 




若从=1^，则 

€ r +i € V "，而 £ r+l 此时 A 

4 +1 线性相关，由第二章命题 3. 2，^ +1 可被 q 

是 er + fLh ，…， e r )= M ， 与假设矛盾. 

如果 L(e 

步骤后，得到 V 内 n 个线性无关的向量 A 
们组成 F 的一组基 .I 

推论一个有限维线性空间 V 内任意 r 个线性无关的向量^ 

都可以扩充为 V 的一组基. 

证 在命题 2. 2中取…， ov ) 即可. ■ 


£ r 已经是 V 的一组基.如 M 关 V ,则存在 

4+1必线性无关.因若 £ i ， …， 

£ r 线性表示，于 


€2 


參 • • 


9 


e 2 


e r 


• • • 


£r 


9 


心 +1 )^： V ， 再继续上述步骤.经过 w - r 次这种 

由命题 1.1 知它 


£r 


1 9 


e n 


e 2 


參 • • 




r 


子空间的交与和 




定义 设恥，从 2 为线性空间 v 的两个子空间，称恥门恥为它 
们的交.又命 


M = {«! + “2 I a l 6 从1 ， a 2 6从2 } 


称为私与 M 2 的和，记做 M x + M 2 . 

两个子空间的交是它们的公共部分.两个子空间的和是分别由 
两个子空间中各任取一个向量相加所组成的集合.因为和 M 2 中 
都包含零向量，所以显然有 


Mi ^ Mi + M 2 ； M 2 ^ Mi + M 2 . 

但要注意和 \ JM 2 不同.后者只 
是把两个子空间的向量简单地聚拢在一起 
成为一个新的集合而已，它们的向量之间并 
不相加，在一般情况下, U M 2 ^ M , + M 2 . 

考査三维几何空间中过坐标原 
点 O 的两张不重合的平面(参看图 4. 2) .它 


例2 


S 4.2 
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们上面的向量分别组成两个子空间 M 19 M 2 . 不难看出， Mi + M 2 是整 
个三维几何空间.而它们的交 M x nM 2 则是两平面的交线/上全体 
向量组成的一维子空间. 


考查三维几何空间中过坐标原点 O 的两条不重合的直 
线 A 和心 它们上面的向量分别组成两个一维子空间岛和 l 2 . 不难 
看出 , Li + L 2 是过 A 和/ 2 的一张平面上的全体向量组成的二维子空 
间.而 Z ^ riA 只有零向量，为零子空间 { 0 } (参看图 4. 3). 


例 




® 4.3 


例 2. 6给定数域 K 上的两个齐次线性方程组 


a \\ x \ a \i x z + + a \ 

a l\ X \ "f" a 22 X 2 H - ^2n^n — 0 


= 0 


x 


( 1 ) 


a m \x x + a mZ x 1 + … + a 

厶 11:1 + 办 12 工 2 + ••• + b ln x n = 0 

办 21 工 1 + 办 22 工 2 + …+ = 0 


= 0 


x 


( 2 ) 


6/i^i + b n x z + …+ b ln x n = 0 


方程组 (1) 的解空间设为恥，方程组 (2) 的解空间设为 M 2 ，它们都是 
K n 的子空间.抓门从中每个向量既是方程组 (1) 的解向量,又是方 
程组 (2) 的解向量.所以 M . HM 2 就是把方程组 (1) 与 (2) 并在一起得 
到一个 w 个未知量、 m +/ 个方程的新方程组的解空间. 

在上面的例子中 , Mi + M 2 与抓 f | M 2 都恰好还是 F 的子空间. 

这一点并不是偶然的，而是一个普遍规律. 

命题 2. 3设 M l9 Mz 为线性空间 V 的两个子空间，则它们的交 

m ^ m 2 与和仍是 F 的子 空间. 
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证 G ) 证怂门紙是子空间.首先，，故从门从 2 非 
空•设从，则因《,/?€抓，故《+/^从；同理,《+卢€从 2 . 
于是 a + Z ^ MAA ^. 又，对任一 及任一尺，因 a € 

M ，有如 GM 1; 同理， k € M 2 . 于是奴.根据命题 2. 1, 

A ^ AM 2 为 V 的子空间. 

( ii ) 证 M + M 2 为子空间.首先，06抓 + M 2 ,故从 + M 2 非空. 
若则有 


a = a i a 2 C a i G Mi ,a 2 G Af 2 ) 


/^ = A + /^2 (A G M 1 j / 3 2 G M 2 ) 


于是，有 


a + /? = ( a l + A ) + ( a 2 + 夕 2) ， 

其中 + ，故 a + 卢 又，对任一 ae 

M !+ M 2 和任一 々 eiC ， 因 


a = % + or 2 ( a 2 ^ Mj G Af 2 ) 

ka = ka x + kcc z ， 


故 


其中 ^ a 1 GM 1 ^ a 2 eM 2 ,gp ^ eM !+ M 2 . 再由命题 2. 1 知 M ,+ M 2 
亦为 v 的子空间. ■ 

有了两个子空间的交与和后，可以类似地定义多个子空间的交 
与和.设为 V 的々个子空间，它们的交定义为 

从 n 机 n … n 从， 

即这々个子空间的公共向量所组成的集合.显然，它是 v 的一个子 
空间 • 


又定义 


M = {a x + V + a k | a { G M if i = 1,2 

称为这 A 个子空间的和，记为 Mi + M 2 + ***+ M i fe . 显然，它也是一'个 
子空间. 


k ) 


现在我们证明一个重要的结果. 

定理 2. 1设 M l 9 M 2 是线性空间 F 的两个有限维子空间，则有 

dimCM ! + M 2 ) = dimAfi + dimAf 2 —— dimM 1 H Af 2 . 

证 M 1 CiM 2 既是恥的子空间，又是 M 2 的子空间.我们在 

内取定一组基 


^2 


£r 
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按命题 2. 2,它可以扩充成 Mi 的一组基 




心,％ 




也可以扩充成 M 2 的一组基 


心， Pi ， 


A 




參•參 


(当 Mif | M2 = {0} 时，取 r = 0 即可).我们证明向量组 


a s ， Pi, 


A 


(I) 




心, a 


•參參 


SMi + M 2 的一 组基. 

( i ) 对任一 有 


+ ^ (^1 e m 19 7 2 e m 2 >. 

々 l^i + ••• + k r e r + a\Ct\ + ••• + a s a s 
y 2 = / i^i + ••• + l r ^ r + 办 iA + ••• + 


a 




而 


7 




故有 


^1 + ^2 = (々1 + + … + (々广 + 

+ a i a i + ### H ~ a s a s H - 办 lA + ••• + 


a 




即 a 可被向量组 ( i ) 线性表示. 

( ii ) 再证向量组 ( I ) 线性无关.若 

々 1 ^ 1 + …+ k r t r + api + …+ a s a s 

+ 办 iA + …+ = 0， 


(3) 


移项，得 


+ …+ k r e r + a x a x + ••• + a s a s 

=— Mi — 


— b t ^ t 


因为 


々 iA + …+ k r e r + d\^\ + ••• + a s a s 0 Mi 

一办1卢1 一 


■— b t /3 t 0 M 2 


而两者相等，故 


7 = + ••• + k r e r + a \ CL \ + ••• + a s a s ^ Mi P | M z . 

e r 线性表示，即 

^ ― /\ e i + … + fr^r- 

y=-b^ - b t ^ 


于是 y 可被 ^ 


e 2 


9 


又已知 

两式相减，得 


0 = /\ £ 1 + …+ fr e r + bi^i + ••• + b t ^ t . 

/? i ， …， A 线性无关，故 b '=^“= b t = Q . 代入 (3) 式，得 


由于 Q 


e r 


々 i e i + …+ 々 r e r + + …+ a s a s = 0 
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再由 


线性无关，推得 


= 0 




e r ^i 


=a 


s 


故向量组 ( I ) 线性无关. 

综合 （ i ) 与 （ ii ) 知向量组（ I )是 M x + M 2 的一组基，因此, 

dim ( Mi + M 2 )= r + s + f ， 而 dim (Mi D ^2 ) = r , dimMi = r J rs 9 dimM2 

=/*+，， 于是有 

dim (Mi + M 2 ) = dimMx + dimM 2 —— dimMi f | M 2 * | 

这个定理中的公式称为维 数公式 . 、 

推论设恥，从 2 ,…，是线性空间 V 的々个有限维子空间， 


则 


dim(Mi+M 2 + …+ ) ^dimMi + dimM 2 + …+ dimM 々 • 

证按定理 2. 1，有 dimCA/x + A ^ XdimMi + dimil ^ ♦当々〉2 

时，应用数学归纳法即可. ■ 

例 2. 7在 K 3 中给定两个向量组 

= ( — 1，1，0)， a 2 = (1，1，1); 

卢1 = ( — 1，3,0 )，^2 = ( — 1，1， 一 1) 

求 zxa ,« 2 ) + l(a ,於)和 lca ,« 2 ) ru (桑，的)的维数和一组基 

( i ) 求 LOoW + LdA ) 的维数和一组基因为 


9 


L(a 19 a 2 ) + = L(a 19 a 29 /3 19 I3 2 ) 


章§ 2所讲的办法 


— 1 1 


0 a x 




0 




0 A 

1 - 1 A 
1 1 1 


0 /?l 

1 - 1 A 
1 1 1 


—1 3 


-1 3 


—1 


—1 






+ 

2«1 + 


0 2 1 a x + a 2 

0 4 1 /?i + 

L 0 2 0 A + a 2 

所以向量组的秩为 3. 又因为 


2 


1 


0 


0 0 1 
0 0 0 A + A - 负 + 馬 


a l + “2 一卢1 + A = 0 


(4) 


即 A = a l + a 2 + /?2, 故〜，《 2 ,卢 2 为的）的一组基，其 

维数为3 


争 
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( ii ) 求/^(々，々川/^^⑹的维数和一组基因为 


dimL ( a 1 J a 2 ) — dimL(/?x ,/? 2 ) = 2 


从 ( i ) 的结果，利用维数公式知 


dimLCa^az) f| = 1 


又从 ( 4 ) 式得 


a i + a 2 = A — ^2 G L ( a ly a 2 ) H 


而 


A+a 2 = (0,2 ， 1)^0 

故〜+力为 L(«i 9 a 2 ) C \ L ( j 3 i ，卢 2 ) 的 一'组基. 

3 . 子空间的直和 


我们先考查三维几何空间 V . 设过坐标原点 O 的两张不重合的 
平面分别代表 V 的两个子空间与 M 2 (参看图 4 . 4 ). 显然， 


图 4.4 


M 1 + M 2 = V . 因此， V 内任一向量 a 可表为 


a i + a 2 ( a i G Mi y a 2 G A/ 2 ) 




但现在这个表示方法不是唯一的.就是说，我们可以找到 a 的另一表 
示方法 


^ + a 2 ( a i G Mija f 2 G M 2 ) 


且 ot [ ^ a l 9 a f 2 ^ a 2 . 最简单的例子是考查 V 中的零向量.设卢为 
MiC \ M 2 = L 中任一 向量. 因为 LtMO }， 可令卢# 0 ,而 ^96 
M 2 , 我们有 


0 = 0 + 0 =卢 + ( — 卢) • 

琴 

ep V 中零向量至少有两种(实际上有无穷多种)方式表为 Mi 和 M 2 
中向量之和的形式. 
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只要零向量表法不唯一，那么，任意向量的表法也不唯一.因为 
设 a 有一个表示 


a = + a 2 (a x G M 19 a 2 G M 2 ) 


那么，有 


+ 0 = ( a , + a 2 ) + (^+ (-/?)) 

( a l + 戸 ）+ ( a 2 — 卢）， 

其中 A + 卢«2 —卢€似2，且 + ， a 2 — ^ a 2 . 

我们再考查另一种情况.设 V 中过坐标原点 O 的一张平面上的 
全体向量所成的集合 M , 和过 O 点但不在 M 内的直线/上的全体向 
量所成的集合 L 分别代表 V 的两个子空间(参看图 4. 5). 此时也有 

V = M + L . 


a =a 




于是， V 内任一向量《可表为 


^ == ^1 + ^2 ( a i G M 9 a 2 G 


此时表法必定是唯一的.因若还有另一表法 


a i H~ a 2 ( a i G M^a f 2 G L) 


a 




图 4.5 


两式相减，得 


(oti — «i) + ( a 2 — aj) = 0, 

— = 0^2 — 

于是 A — ai 6 Z / 门 Af = {0} ， 即 — a [ = 0 9 <Xi = a [ * 因而又有 ^2 = a 2 


上面两个例子反映了两种情况：第一种情况向量表法不唯一; 

第二种情况向量表法唯一.究其原因，主要在于第一种情况下两个子 
空间的而第二种情况下 Mf ] L ={ 0 }. 


当我们研究一个线性空间时，常常需要设法把它分解成两个较 

的和： v = 


低维的子空间(或更多个子空间 M l 9 M 2 
Mi + M 2 .但如果出现的是第一种情况，对于我们利用这个分解式讨 


9 
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论问题显然是不方便的.我们希望的是出现第二种情况.因而，我们 
这一节里把第二种情况单独提出来研究. 

定义 设 Mi , M 2 是线性空间 V 的两个子空间, 从 + Af ^ M . 如 
果对 M 内任一向量《，其表示式 


a = a x + a 2 G M 19 a 2 G M 2 ) 


是唯一的，则称 M 是从与 A / 2 的直和 (亦称 Mx + M 2 是直和），记做 

M = Mi ㊉ M 2 . 

定理 2. 2设 Mi , Af 2 是数域尺上线性空间 V 的两个有限维子 
空间，则下面几条互相 等价： 

( i ) 直和； 

( ii ) 0 向量表法唯一，即由 


0 =七 + or 2 ( a x G Mi 9 a 2 G Af 2 ) 


必定有 « l =^2 = 0 


( iii ) M 1 f ] M 2 ={0 } i 

( iv ) dimMi + dimM2=dim ( Mi + M 2 ). 

证 采用轮转方式证明这些命题等价. 

( i ) =^( ii ) 按定义,抓+从 2 内任一向量表法唯一，因而零向量 
的表法当然是唯一的. 

( ii ) o ( iii ) 用反证法.若抓门 { 0 } ,则有一 /? e M , 
戸#0•于是,— 戸€ M2 ，而 


0 = /? + (— 


这与零向量表法唯一的假设矛盾. 

( iii ) o ( iv ) 利用定理 2. 1即得. 

( iv ) =^( i ) 利用定理 2. 1知出111(肌门从）= 0,即 M 1 f ] M 2 = 

{0}. 对任一 ，如果 


^ + ^2 = a i a 2 ( a i9 a i G Mi ； a 29 <x f 2 G 


则有 


— 

于是 a i — 4 G Afi n 从 2 = { 0 } ，即 a i — 4 = 0 ， a 2 — a f 2 = 0* 这说明 A = a [ 


0^2 — <x 2 




因而《表法唯 一. ■ 

为了帮助读者理解直和的概念，我们再举两个例子. 

例 2. 8 考虑线性空间 MAK ). 命 M 为 M „( K ) 内主对角线上 
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元素之和为零的方阵所成的子空间. 又命 N 为全体〃阶数量矩阵 
处: WGiO 所成的子 空间. 如果 AeMfl W ， 则 A = dE.\BA 的主对 

角线上元素之和 nd = Q ， 故 于是 4 = 0. 由此即得 Mf ) W = (0} , 

所以, A /+ W 是 直和. 

例 2 . 9如果在例 2 . 8中 M 不变，而把; V 改为 M„(iO 内全体 
对角矩阵所组成的子空间，那么 M + N 不是直和，因为 


— 1 




0 


0 


即 Mf |^{0}. 

下面我们来研究多个子空间的直和.为书写简单，我们采用如下 


记号 


+ M k = ^ M t - 


+ M 2 + 


• •争 


定义 设私，从 2 ，…，为线性空间 V 的子空间， Mi + MA ”- 
+ M k = M . 如果对 M 中任一向量《，表达式 


« = 々 + 々 + 〜+々 { a { G Mi 


=1，2,…，々 ） 

是唯一^的，则称 M 是 Mi ， M 2 ，…，的直和(亦称 A / i + M 2+ … + M * 
是直和），记做 




Af = A / 工 ㊉ Af 2 ㊉ 


• •參 


定理 2. 3设,从 2 ，…,是数域 K 上线性空间 V 的有限维 
子空间，则下列命题互相 等价： 

( i ) 是 直和； 

( ii ) 零向量的表法唯一，即若 

0 = A + + …+ 心 (a, ^ M{ 


=1 ，2,…，々 ） 


贝 ll ^l = ^2 = 


= a k = 0 ; 


( iii ) ^■n Sm , 


={0} (i = 1 ，2,…，々 ） 




(iv) dim ^ Mi = 

i=i i=i 

证 采用轮转方式来证明上述命题互相等价. 
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( i ) =^( ii ) 显然. 

( ii ) =^( iii ) 用反证法.若有某个 z ‘， 使 

Mi n () # {0} , 


设为此交集中一个非零向量，则 一 于是/?可表 




作 


/?= 々 +…+ 化 

其中七 那么，就有 

0=芦+ ( —卢） 

々 + •••+ «,_! +(—/?)+« 

其中至少(一 #)/0,这与零向量的表法唯一矛盾. 

( iii )=^( iv ) 采用数学归纳法.当 k = 2 时即为定理 2. 2. 今设 

命题对々一1个子空间的情况成立，证明 它对々 个子空间的情况也成 


—— a 


+ …+ a k 


1 + 1 


一 1 


+ …+ a k 




i+i 


9 


-> - 


因为 Mi n ={ 0 } ，应用维数公式，有 




+ dim 工] M ) 


= dimAf 


对任一 有 


k 


Mj n Yj m s ^ n Yj m A = 


于是，按归纳假设，有 


dim Mj = 


从而 


dim^]M t = ^]dimM t 


( iv )=^( i ) 先证 

Mi n ( ^Mj) = {o} a 


1，2,…，々 ）• 
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对任一 /，按维数公式及其推论，有 

dim 门 (I J = dimM, + — 


k 


k 


k 


k 


^ dimM t + dimMj — dim Mj 


k 


k 


2 dimMj — 


k 


k 


由假设， dimDM 产 UdimMj ， 故 


k 


dimM: ， f| 


= 0 


j 古 


k 


m, n X ； mj= {o} 


k 


现设 《 e 证明 《 的表法唯一.命 


a =〜 + 々 + ••• a k = a[ +«〖 + ••_+ ot f k 


其中 


k ). 对任一 / ，有 


6 Mi(i = 1,2 


a. .a 


9 


a, — ^ = («i — 々 ）+ ••• + « 


a 


— i 




k 


a k ) g 


+( a ;+i _ a i+i) + ••• + ( a k 


j^i 


k 


<^i — G M { f| = {0 } ， 


于是 


k \ 这说明 a 的表法是唯一的 


即 a { — a [ =0, 亦即 a { = a [ (z = 1 ，2 ，… 

所以是直和. 

定理 2. 2和定理 2. 3给出了两个子空间和多个子空间的和是不 
是直和的几种判别法则.这些法则在许多理论问题上都是有 用的. 




推论 设 V 是数域尺上的〃维线性空间，…，是其 
子空间，且 


V = A/x ㊉ A/x ㊉…㊉ M k 
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则在每个子空间内取一组基，合并后即成 V 的一组基 

证设 M , 内取定基^ 

有 Wl +/2 2 + … +/^ = dimV = «. 故这些向量组合并后所得向量组（ I ) 
共含 n 个向量.任给 K V ，我们有 


则 ni = d \ mMi . 按上面定理， 


^*2 


^in 


a = a + a 2 + … + a k (a { ^ Mi) 


现在每个 A 可被 e n 
按本章命题 1.1 的推论知 （ I ) 为 V " 的 一 组基. ■ 

下面再介绍一个重要的事实. 

命题 2. 4设 M 是数域 K 上有限维线性空间 F 的一个子空间, 
则必存在 F 的子空间 7 V ， 使 


线性表示，从而 a 可被（ I )线性表示， 


£ i 2 


V = M ® N . 

证若 M = {0} ，则取 N = V \ 下面设 A /^ MO }. 在 Af 内取一组基 

则 M = L(ei 

心可扩充成 V 的一组基 


e r ). 另一方面，按命题 2. 2 ，ei 


e l ， e 2 


e r 




e 2 


• _ • 


• _ • 


£ 




9 ^r+1 




令 N = L ( e r 

r + in — r )= dimM + dimiV ， 故由定理 2. 2 知： V = M @ N . \ 

命题 2. 4 中所指出的子空间 iV 称为子空间 M 的一个补空间 
一个子空间的补空间不是唯一的，因为 et 
(实际上有无穷多种方式)扩充成空间的一组基.为了帮助读者领会 
这一现象,我们看一个例子. 

例 2. 10 考虑平面上以坐标原点 O 为起点的全体向量所组成 
的实数域上二维线性空间 V . 过 O 点的一条直线上的全体向量组成 
一 个一维子空间 M . 过 O 点再任意作一条不与 M 重合的直线，它上 
面的全体向量组成 一 个 一 ^维子空间 iV . 现在 MC \ N = {0} ，所以"^== 
_ iV , 于是 iV 是 M 的一个补空间.显然, iV 可以有无穷多种取法. 
当 M t N 确定之后，从图 4. 6可以看出，平面上任一向量 a 可按平行 
四边形法则唯一地分解成 


e ”）， 则显见有 y = Af + iV . 又因为 dimV 






+ 1， 


&可以有多种方式 


^2 


« = Oi 6 M, a 2 6 N) 


如果改变 iV 的选择，那么这个分解式中的都要跟着改变. 
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图 4. 6 


商空间 


鲁 


前面几段我们介绍了研究线性空间的第一种基本方法,即集中 
力量探讨它的某些 局部： 子空间，特别是设法把一个维数高的线性 
空间分解为一些维数较低的子空间的直和.现在我们来介绍研究线 
性空间的第二种基本方法.这种方法可以从日常生活得到启示.在日 
常生活中，当我们要了解一个地区(或一个国家)的全貌时，由于地域 
辽阔，我们无法一览无遗.于是人们想出一个办法，即画出该地区的 
地图.在地图上一个大的山脉，一座城镇都被简化成一个点，这样，只 
用一张纸就把该地区的全景清晰地展现在人们的面前了.这种方法 
用到线性空间理论中来,就是商空间的概念.具体说，商空间的基本 
思想，就是以线性空间 V 的某个子空间 Af 作基准，把 V 的元素划分 
成许多大类，每个大类看做一个新集合中的一个元素，就好比把一个 
大的城镇化作地图中的一个点一样.这个新的集合从总体上反映了 
原线性空间的全貌,就像地图大致展现一个地区的全貌一样. 

在这一段中，我们总假定 V 是数域 K 上的一个《维线性空间, 
M 是它的一个子空间. 

现在我们利用 M 对 V 中的向量进行分类. 

首先来考查一个例子.设 A 是数域尺上一个 mXn 矩阵，已知 

齐次线性方程组 AX =0 的全体解向量组成的一个子空间 M . 任 
给 X 0 eK \ iS ： AX 0 = B . 现在考查 K 上线性方程组 AX = B . 它有一 

个特解 X 。,根据第二章§ 3,这个线性方程组的全部解向量是的 
如下子集： 


{Xo + y Ye m) 
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我们可以直观地把这个子集记做叉。+从，这样，我们就把中全体 
向量按子空间 A / 进行分类,每一类向量 Xo + M 由以 A 为系数矩阵 
的某个线性方程组 AX = B 的全体解向量组成 . 中两个向量 X 。, 
y 0 属于同一类的充分必要条件是它们是同一线性方程组的 
解向量，而这又等 价于： Y 0 - x 0 eM . 下面把这个例子中包含的思想 
上升为一般概念. 

定义 设 a 是 V 的一个向量.如果 V 的一个向量 Y 满足: 

a f 一 a 6 M ， 则称《'与 a 模 M 同余 ，记做 a f = a ( modM ). 

不难看出，向量模 M 同余的关系具有如下三条 性质： 

1) 反 身性： a = a ( modM ) ； 

2) 对称性：若 ，则 ( modM ) ; 

3) 传递性：若 ot ff = a f ( modM )， a ’ 三 a ( modM ) ，则 


a ff = a ( modM ) 


这就是说，模 Af 同余是 V 中的一个等价关系.我们来把相应的 
等价类写出来. 

设《是 v 中 任意一个向量，定义 v 的子集 

a -\~ M = {a + m|m G Af}. 

我们称 a + M 为一个模 M 的同 余类或 称为模 M 的剩余类 ，而 a 称为 
这个同余类的一个代表. 

关于模 M 的同余类，有如下简单的 性质： 

1) a^aCmodM)^^^ G «+M ； 

2) a f +M=a+M; 

3) Af ; 

4) 若 y + mt ^+ m ， 则 ( y + M ) n («+ M )=0. 

证 1) 按定义，此性质是显然的. 

2) a ’ Ga + M =>- a / = a + m ( mGM ) ，则对任意 有 cl +mi 

= a + ( m + mi ) 6 a + M ， 于是 + M^a + M . 同时，又因 a = a f — m ， 

故 a+mi = a r + (mi — + M . 于是 + M . 这表明 

cl +M=a+M. 

3) 按性质 2) 即知此性质成立(注意 0+ M = M ). 

4) 若有 <V + M ) 门 ( a + M ) ，则按性质 2) 知 
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a 1 + M= ^ + M= a + M. 

线性空间 V 内每个向量必属于某一模 A / 同余类（即以它自己 
为代表的那个同余类），而不同的同余类不相交，于是 V 就可以看成 
一 些彼此互相分离的同余类的并集. 


我们举一个例子.设 V 为平面上以坐 
标原点 O 为起点的全体向量所组成的线 
性空间. 命 M 为 OX 轴上全体向量组成的 
一维子空间.两个平面向量《， Y 之差 
GAf 的充分必要条件是：它们的终点落 
在同一条平行于轴的直线/上(参看 
图 4.7). 因此，现在 V 内每个模 A / 的同余 

类可由一条平行于 0 X 轴的直线来表示，该同余类是由终点落在此 
直线上的全体向量组成的.显然，不同的同余类的交集是空集，而 V 
则是所有这些同余类的并集(如果从几何直观上看，那就是平面由平 
行于 OX 轴的直线并成). 

命 F 表示 V 内向量模 Af 的同余类的全体所成的集合(就上面 
的例子说， F 可以直观地理解为一条条平行于轴的直线所组成 
的集合).注意 P 不是 V 的子集，它的每个元素是 V 内模 A / 的一个 
同余类. 


m 4.7 


现在我们在集合 F 内引进加法和数乘运算 
G ) 定义 


(a + M) + (沒 + M) = (a + 夕 ）+ ilf 

( ii ) 对任意 々 ex ， 定义 


々 （a + M) == + M. 

我们证明上面的定义在逻辑上是没有矛盾的，也就是说，在同一个同 
余类中选择不同元素作为代表时，上面所定义的加法和数乘都不会 
因之而出现不同的结果.我们分别对加法和数乘运算来做证明. 

证 G ) 设 


a -\- M = a' + M, ^ M = ^ + M, 
则 ol =a(modAf) y =/3 (modA/) * 所以有 


=a -\- m l9 ^ = /? + m 2 (m l 9 m 2 G M) 
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故 a’ +〆 =a+/?+ (mi+m 2 ) G (a+/?)+M ， 于是 

(a f +/?')+ Af = (a + ^) + M 


这说明 


(a + M) + (^ + M) = (a f + M) + (j3 f + M). 

所以，上面所定义的同余类间的加法运算不会因为各同余类代表的 
选择的不同而出现矛盾 . 

( ii ) 设 a + Af = a ’+ Af ， 则 a ’ 三 〆 modA /) •所以 

a f = a -\- m (m G M) y 

ka f = ka km G 々 a + M ， 


ka f -\-M=ka-\-M. 于是 


k(a + M ) = k ( a f + M ). 

所以，上面所定义的同余类的数乘运算也不会因为其代表的选择不 
同而出现矛盾的结果 .I 

现在我们来证明 F 关于上面所定义的加法与数乘运算成为数 
域 K 上的一个线性空间.这需要逐一检验线性空间定义中的8个条 
件是否满足. 

( i ) (a + M ) + [(^ + M ) + (7 + M )] 

= (a + M ) + [(^ + 7) + M ] 

(a + ^ + 7) + M = [(a + ^) + M ] + (7 + M ) 
[(a + A /) + (^ + A /)] + (7 + A /) ； 

( ii ) ( a + M ) + (/5+ M ) - («+^) + M = (^+ a ) +M 

=( 奸 AO + O + AO ; 

( iii ) 以零向量为代表的同余类 0+ M = A / 满足： 

(a + M ) + (0 + M ) = a + M , 






故 0+A/=Af 是 F 中的零 元素； 

(iv) (a+M) + [(-a)+M] = [a+(-a)]+M=0+MjP(-a) 

+AZ 是 a+Af 的负 元素； 

(v) 1 • (a+M) = l • a+M=a+M; 

(vi) ( 々 /) (a+M)=( 々 Z)a+M= 々（ Za)+M 

=^(/ a + M ) =^[/( a + M )]； 

(vii) ( 々 +Z)0+AO = ( 々 +/)a+M=( 々 a+Za)+Af 
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= { ka + M ) + { la + M ) 

■ 

(viii) ^[(a+M) + (^+M)]=^[(a+^)+M] 

k { a +^)+ M = ( ka -\- k /3 )+M 
= (々 a + A /) + (々/?+ A /) 

= 々 0+M)+K 奸 AO. 

这样， F 关于所定义的加法与数乘确实组成数域尺上的一个线 
性空间.这个线性空间称为 V 对子空间 A / 的 商空间 ，记做 V / M . 

为了把商空间的元素写的简单一点，我们使用 记号： a + M = a . 
于是由 (a + M ) + (P + M ) = (a + 沒） + M 得出 5 + = a + y ?， 又由 
k ( a -\- M ) = ka-\-M 得出々 a = ka . 一 ^ 般说，有 




k\Ct\ + 々 2 a 2 + ••• + k s Ot s = kiOt x ~\~ 々 2 a 2 + … + ^s a s 


上面这个公式对于今后在商空间中讨论问题是很有用的. 

下面来举一个商空间的具体例子. 

例 2. 11 设 4 是数域尺上的 mXn 矩阵，以 X 表示未知量^， 

所成的 nXl 矩阵.在例 2.2 中已 指出： 齐次线性方程组 

AX =0 的全体解向量组成尺”的一个子空间 M . 对于把 a 看 
做 K 上 wXl 矩阵，令那么 a 为线性方程组 AX "=> B 的一 '个 
特解，模 M 的剩余类 cc + M 恰为线性方程组 AX = B 的全体解向量 
所成的集合.这样，商空间 K n / M 的每一个元素就代表了尺上一个 
线性方程组 AX = B 的全体解向量.这一认识对我们深入讨论线性 
方程组是有用的. 

下面我们来讨论商空间的基与维数. 

命题 2. 5设 V 是数域尺上的 w 维线性空间, A / 是 V 的一个 m 
维子空间，则 dimV / M=n 

证在 A / 内取一组基 q 

我们来证明 L 

( i ) 证 im+l ，…，〗《线性无关.设有 


工 2, 


X n 


— m 


扩充为 v 的一组基 
I 是 F / Af 的一组基 • 


e m 


^1 


e m 


9 


^ m +1 


e n 


+i ， 


參 


k 


+ … + k n £ n = 0 




那么 


0 = 0 + M 


k 


+ … + k n e n 


m+l & m+l 
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于是 


+ …+ k n e n G M 


k 




由此推知 


々 m+l^n+l + …+ ^n e n = 々 lQ + …+ 々 m^n 


fS 


••， e n 线性无关，由上式立即推出 k 
in 在17 A / 内线性无关. 


k n = 


[ m ， ^ m +1 


• • •= 


m +1 — 


0. 这表明 

( ii ) 对任意 5 eV / M ， 证明 5 可被 L +1 ， L +2 
5= a + M ， 有 


• •鲁 


+ 1 ， 




£n 线性表 7 K . 设 


， 


+ …+ k m e m + k 


+ …+ k n e n 


e 


a 




Wl+l ^wi+l 


于是 


々 l e l + ••• + ^m e m + k 

々 I e i + … + + k 

+ … + k n S n , 


+ … + k n e n 
+ … + k n e n 


a = 


m+l^m + l 


e 




m+l^m+l 


= k 


m+l^m+1 


上面用到了 e t eMG = l ,2 

上面推理指明 L 


•• ， m ) ，故 e { = 0. 

I 是 V / A / 的一组基，命题得证 


+ 1， 


习 


i . 设 AeA /” oo . 

(1) 证明：与4可交换的〃阶方阵的全体组成从00的一个子 
空间.记此子空间为 CU ). 

(2) 给定对角矩阵 


A = 


n 


求 cu ) 的维数和一 组基. 

2. 接上题•取 w = 3, 令 


10 0 
A = 0 1 0 

-3 1 2 


求 CU ) 的维数和一 组基. 

3. 在习题一第2题 (5) 的线性空间中给定子集 M = {( a ,0 )|aG 



第四幸线性空间与线性变换 


268 


M } ， N ={ (0,6) M } •问 M,N 是否为子空间？ 

4. 在数域尺上的 W 维向量空间尺”中考查坐标全为有理数的 

向量所成的子集 

M = {(a 

问 A / 是否为的子空间. 

5. 把复数域 C 看做有理数域 Q 上的线性空间（加法为复数加 
法，与 Q 中元素的数乘为有理数与复数的乘法），问全体实数所成的 
子集 R 是否是一个子空间？ 

6. 把复数域 C 看做数域 Q ( i ) 上的线性空间(加法为复数加法， 
数乘为复数乘法).问全体实数所成的子集 1 R 是否是一个子空间？ 

7. 证明尺”的任一子空间 M 都是数域 K 上某个齐次线性方程 
组的解空间. 

8. 设 A / 是数域尺上线性空间 V 的子空间，如果 A / 关 V ，则 M 

称为 V 的真子空间. 证明 V 的有限个真子空间的并集不能填满 V . 

9. 在实数域上线性空间 C [一 7 C ,7 C ] 中由向量组 


G K n I a, G Q > i = 1 > 2 


n) 


^2 


_ _ _ 


1 ， cos«r，cos2*r, cos3：r 

cos2x>cos3x) 9 求此空间的维数和 一 组 


生成一个子空间 L (1 


cos^: 


9 


10. 证明： 有限维线性空间 V 的任一子空间 Af 都可以看做是 F 

生成的子空间. 


内一个向量组《1，《2， 

11. 如果 々 ia + 是 2 /?+々 3 7=0,且々证明 

L(a 9 fi) = L (^,7). 

12. 在 K 4 中求由下列向量 o ^， a 2 


a 


s 


生成的子空间的基与维 


汉3，《4 


数 


( 1 ) 


(2，1，3，1) 

汉 3 =( —1，1， 一 3,0) 

(2) ai=(2 ， l ， 3, 一 1) 

汉 3 = (4,5,3, 一 1) 

13. 在 K 4 中求齐次线性方程组 


(1，2,0，1)， 
(i,i,i,i )； 

汉 2 =( —1，1， 一 3，1)， 

(1 ，5，一3，1). 


0^2 








， 


^4 




^4 




9 


3工1 + 2x2 — 5 工 3 + 4 工 

工 2 + 3工 3 3工 4 == 0 


0 




3工 


3工 1 + 5工2 — 13工3 + 11 工4 = 0 
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的解空间的基与维数. 

14. 求由下列向量 a , 所生成的子空间与由下列向量 A 生成的 
子空间的交与和的维数和一组基 

(1) ai =( l ,2, l ,0), 

( 一 1 ，1，1 ，1); 

(2) 汉1=(1，1，0,0)， 

(1，0，1，1); 

(3) « i = (1 »2, — 1，一2)， 

(3,1,1,1), 

汉3 = ( _ 1，0，1，一 1); 

15. 命 iV 表齐次线性方程组 


/?1=(2，一 1，0，1)， 
/?2=(1，一1，3,7). 

= (0,0，1，1)， 

夕2= (0，1 ，1 ，0). 

夕 i =(2,5，一 6，一5)， 
馬 =(-1，2，一7,3). 


^2 




^2 








“11 工 1 + d\z^l + + ^1 

^ 21 - 2 ：! + CL n X z + ••- + a 2 n X n = 0 


= 0 


X 


n 


n 


+ a m2 x 2 + … + a 


= 0 


mnP^n 


的解空间，命 M , 表齐次线性方程 


0 (/ = 1，2，… ， m ) 


a n x \ H " a n x 2 + •••+“ 


tn 工 n 




的解空间，证明：；^=从门从 2 门… ni . 

16. 设 A / 是线性空间 A /„( iO 内全体对称矩阵所成的子空间 ， TV 
是由全体反对称矩阵所成的子空间，证 明： 

M n ( K ) = M ® N . 

17. 在线性空间 A /„( iO 中，命 M ， W 分别表示全体上三角、下三 
角矩阵所成的子空间，问是否有 M „( 尺 ）=_ iV ? 为什么？ 

18. 设是齐次线性方程 


工1 +工2 +…+ 


= 0 


X 


n 


的解空间，而 a / 2 是齐次线性方程组 


JL \ - JU2 - 


=X 


n 


的解空间， 证明： K n = M l ® M z . 

19. 设 V = A / ㊉ 7^，从=抓©抓，证明 ： 

V = Mi ㊉ M 2 ㊉ 从 
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20. 设 A 是数域尺上满秩的《阶方阵.取 A 的前 A 行组成 
矩阵5,其后行组成 (《 —幻 X / i 矩阵 C , 令 X 为未知量 

排成的1矩阵.设齐次线性方程组 5 X = 0 和 CX =0 的解 
空间分别是 M 和 W ， 证明 K n = M @ N . 

21. 设 TV 是数域 /C 上线性空间 V 的两个子空间且 A / GW . 
设 M 的一个补空间为 L , 即 F =_ L , 证明 N = M ®( NC \ L ). 

22. 设数域 A ： 上的71维线性空间 V 分解为子空间的 直和： 

V = 城 ㊉ Af 2 ㊉…㊉ M 

为1,2,…，々的一个排列.证明 

y = ㊉ M 2 ㊉…㊉ 

M k 为数域 K 上线性空间 F 的子空间.证明 


工 1 ，工 2 


X 


n 


争 


设 


t \ t 2 mm n k 


23•设 A/i j M2 

和为直和的充分必要条件是 

m ,_ n 均 j = { 0 } 。 

M k 是数域尺上线性空间 V 的子空间.证明 
和是直和的充分必要条件是有一向量 V 可唯一地表示为 


2,3,…，々）• 




24. 设 A /” M 2 


a l + a 2 + …+ ( a i G Mi ) 


a 




25. 在尺 4 内取定向量组 


(1， _ 1，1，1) ^2 = (2，1，0，1)* 

令 M = L ( a , ,« 2 ).试求 K a /M 的一组基. 

26. 令 Af 为 M „( iO 内全体反对称矩阵所成的子空间，试求 
M n ( K)/M 的维数和一组基. 

27. 设 M 为线性空间 F 的一个子空间.在 Af 内取定一组基 q ， 

用两种方式扩充为 V 的基 






^2 


e r 


9 


y ^r+1 

& ， 7r+l， …， 7 


^1 




^1 




这两组基之间的过渡矩阵为: r ， 即 

Vn) = (£ 


^ n)T 


(^1 


e r ，7 r+l 


e r ， e r+l 


_ _ • 


• • • 


9 


9 


9 


其中 


2 子空间与商空间 


271 


E 


T = 


0 T 0 


证明： 内两组基 


+ M ， e r+2 = e r +2 + 从， 

7r+l = 7 厂 +1 + 从， 7r+2 = 7r+2 + ^， 


= H - 

hn + M 


^r+1 = 


r+1 


• • • 


9 


之间的过渡矩阵为 


eJT 0 


(7r+l ， … ， 7n )= (心 

2 &将 A /„( iO 上全体列线性函数(参看第三章 § 2) 所成的集合 


+1， 


记做 POO . 在 POO 内定义加法及与数域 iC 内数的数乘运算如下 

G ) 加法： 对/，发€尸(尺），令 

( f + g )( A )=/( A )+ g ( A ) (V AeM „( K ))； 

( ii ) 数乘： 对任意尺, / ePOO , 令 

( kf )( A )= kf ( A ) (V AeMn ( K )). 

(1) 证明尸(尺)关于上述加法，数乘组成尺上的线性空间. 

(2) 令 


0 


0 


0 


^2 = 0 


^1 = 


£n = 


0 


0 


0 


证明 / ePOO 由下列函数值唯一决定 


分别取值1，2, 


f ( e { 


) 


Si 


ei 


1，：2， 


J 


(记号参看第三章 § 2). 

(3) 任给尺内/个数 


in 分别取值1，2,…， W ) 


bi 


1 ，艺 2 ， 




1*2 


证明存在唯一的 / e 尸 0 O ,满足 

/(e f , 

(4) 求线性空间 P ( iO 的维数和一组基. 

(5) 将 Af „( 尺）上全体反对称列线性函数所成的集合记做 
• SPCK ：) (这里«>2).证明 SPUO 是 P ( iO 的子空间.求 SPOO 的维 


e t )=bi 


9 


l l 2 
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数和一组基. 

29. 设 K ， F ， L 是三个数域，且 KGFGL . 如果 F 作为尺上的 

线性空间是 m 维的, L 作为 F 上的线性空间是《维的(其加法，数乘 
都是数的加法与乘法).证明 L 作为尺上的线性空间是维的. 

30. 将全体定义在 M„OG 上的数量函数(即紙 OO—/C 的映 

射)所成的集合记做 FOO . 在 F (/0 内定义加法及与尺中数的数乘 
如下： 对任意/，发 eFOO , 

(A) =f (A^-^-gCA} , (kf) {A}=kf (A) (V A ^： M n (K)). 

(1) 证明 F ( X ) 关于上述加法、数乘成为 iC 上线性空间. 

(2) 证明脱(尺)上全体列线性函数组成的集合尸 OO 及全体行 

线性函数组成的集合 Q(iO 都是 FOO 的子空间. 

(3) 求 POOflOOO 的维数和一组基. 

(4) 求尸00+0(尺)的维数和一组基. 


§3 线性映射与线性变换 


现在我们来讨论数域尺上两个线性空间之间保持线性空间加 
法、数乘对应关系的映射. 


1. 线性映射 


定义 设 f /氺 为数域尺上的两个线性空间，/为 t / 到 V 的一 
个映射，且满足如下条件： 

G ) 对任意有 


/O + 幻= / O ) + /(幻 


( ii ) 对任意有 


f(ka) = kf(a ) , 

则称/为到 F 的一 个线性映射. U 到 V 的全体线性映射所成的 

集合记做 HomO /， VO . 

由线性映射的条件 ( i ) , ( ii ) 立即 推出： 

( iii ) 对任意 a , 斤尺，有 

f(ka + IB) = kf(a} +//(^). 



线性映射与线性变换 273 


反之，若「到 V 的一个映射满足 ( iii ) ， 只要分别令 k = l = \ 及 l = Q 
即知条件 ( i ) ， ( ii ) 成立，从而为一线性映射.更一般地,我们有 

( iv ) 对任意~ 

f { kiOt x + 々2 a 2 + …+ ^ l a l ) 

々 l /( a l ) + 々2,(。2) + … + ( a /) 


々/6尺，有 


，々 i ，々 


^2 


_ _ _ 




9 


y 


j 




上面的 ( iv ) 是线性映射最基本的属性，线性映射的所有理论都 
是以 ( iv ) 作为立足点的. 

从线性映射条件 ( ii ) 立即推出：/(0) = 0, f (— a ) = — f ( a ). 

下面来举一些实例 
例 3. 1考查数域 K 上线性空间 M m ， n ( K )， M m ， s ( K ). 取定尺 上 

一个 nXs 矩阵儿定义映射 

/: M m , n ( K ) 


參 


M m ， s ( K ) 


X ^XA 


上式的意 思是： 映射/把内任意向量为 mX / z 矩阵)映 
射为 UK ) 内的向量(矩阵乘法)•对 


尺，有 


fax + IY )= (kX + IY)A = kXA + IYA 

= kfOO +//00， 


故 / 为一线性映射. 

例 3.2 考査实数域上线性空间 C ( a ，6) 的两个子空间（这里 
CU ，6) 表开区间 U ，6) 内全体连续函数所成的 R 上线性空 间）： 


M = L (1， sior ， sin 2： r ， ••• , sinwx )； 
N = L (1， cosx ， cos 2« r ， •“, cosw ： r ). 


定义 Af 到 # 的映射 D 为： 对任意 /(x)e M ， D/(X) =f'{x) (求微 
商），则对任意 /(x)4(x)eM, 々 ,ze k ，我们有 

D(kf(x) + lg(x))= kf'ix^ + lg f (x) 

=k D/(x) + l D 客 （ x). 


故 £> 为 A / 到 iV 的线性映射. 

例 3. 3在三维几何空间内取定直角坐标系 Oxyz , 设3个坐标 
向量为 iyjfk . 则任一向量可唯一表示为 

a = ai -\- bj + ck . 
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定义三维几何空间全体向量所成的股上线性空间到 R 3 的映射 /(<!) 

(a 4 , c ) ，则/是一个线性映射，且为双射. 

例 3. 4设 F 为数域尺上的 W 维线性空间.在 F 内取定一组基 

定义 V 到的映射/如下：若 a = a 1 e 1 + a 2 e 2 + …+ 

). 根据§ 1所指出的向量坐标的基本 
性 质可知/是 V 到尺” 的线性映射 ，而 且也是双射. 

设 F 是数域尺上的线性空间， M 是它的一个子空间. 




^1 9 ^2 


9 9 


则令 /( a ) = ((2 i ， a 2 ’ 


• •鲁 


n^n 9 


例 3 


定义映射 


V/M 


V 


9 


则有 


<pia + 阶 = (a + ^) + M = (a + M ) + (0 + M ) 

= 史 O) + <piP) ； 

<p(^ka) = kct + Af = 々 （a + Af) = k<p(^(x) % 

于是 p 是 V 到商空间 V / M 的线性映射.这个映射称 为自然映射. 显 
然自然映射是满射，但不是单射(当 M 尹 {0} 时).因为取 
7^，此时 


+ M= 0 + M= # + M = 

另外，从 P 的定义可知： < p ( a ) = 0 的充分必要条件是 

命题 3.1 设 C 7, y 是数域 K 上的线性空间，/是到 F 的线 

线性无关的充分必要 


9( a ) 


a 




性映射，且为单射.则 C 7 内向量组^ 

条件是/(叫） ，/ o 2 ) ,… ，/ u ) 在 v 内线性无关. 

证必要性设有 

是 l /"( a l ) + 是 2*/( a 2) + …+ ( a /) = 0» 

由线性映射的基本属性，有/(是1々+々 2 0： 2 +…+岛兩）= 0,已知/(0)= 

0,又知/为单射，故 


^2 




々 1 汶 1 + 々 2 a 2 + …+ ^l a l = 0 


为 U 内线性无关向量组，故有々1=々2=^“ = 々/ = 0，即 
/(« i ) ，/0 2 )，…，/(>/)线性无关. 

充分性设 


因^1 


a 2 


oti 


m m m 


々 lA +々2“2 + … + 々/叫 = 0 
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于是 


々 l / X a l ) + 々2八“2) + …+ ( a /) 

f (^l a l + 々 2 a 2 + … + ^l a l) = f (0) 


0 






已知 /(々）,/(々） ，…,/(句)在 7 内线性无关，因而々产心二…二心 

0,这表明^ 


在 C 7 内线性无关. ■ 

命题 3 . 2设 t/， V 是数域尺上的线性空间 ， dimt / = w . /是 t / 

到 V 的线性映射.如果/是双射，则对 C 7 的任一组基^ 

/( ei ) ，/(>2)，… ，/( e ») 为 V 的一组基，从而 dimV = 

证从命题 3.1 已知 /( Q )，/%) ，…，/(匕)为7内线性无关向 
量组. 任给卢 e v ， 由于/为满射，故有 kc /， 使 /(«)=/?• 设 


a 2 


oti 


• mm 


e 2 


e n 


m m m 


n 


々 I e i + 々 2 e 2 + ••• + ^n e n 


a 




则 


P = ^l/( £ l) H~ 々 2,( e 2) + … + ^nf ( £ n) 

由此知 /(&)，/(&)，•••，/( eJ 为 F 的一组基. ■ 


线性空间的同构 




定义设 C 7 与 F 是数域 K 上的线性空间，如果存在 C 7 到 F 的 
线性映射/同时又是双射，则称与 V 同构，而/称为 C 7 到 F 的同 

构映射. 


上一段例 3. 3，例 3. 4的线性映射/都是同构映射.下面再举一 


个例子 


例 3. 6把复数域 C 看做实数域上的线性空间.又定义 M 2 ( R ) 
的一个子集如下： 


b 


a 


，厶6 M 


A = 


a 


— b 


a 


显然，把 M 2 ( R ) 看做 R 上的线性空间， A 是它的一个子空间•定义 
映射 如下： 


/： C 


A 


—— ► 


b 


a 


+ bi I— ^ 


a 


— b 


a 


则有 
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f((a + bi) + (c + di))= /((a + c) + (6 + d)i) 


cl "f~ c b d 

— ib + d) a + c 


d 


b 


— d 


- b 


=f(a + bi) + f(c + di) 


对任意实数々，有 


ka kb 


fdkCa + 6i))= f(ka + kbi )= 


—— kb ha 


b 


kf(a+bi), 


= k 




— b 


故 / 是一个线性映射 ./ 显然是一个双射，所以 / 是 M 上线性空间 
C 到 A 的同构映射. 

命理 3. 3设 t /， V 是数域尺上的线性空间,/是 C 7 到 V 的同 
构映射.则/- 1 是 V 到 C 7 的同构映射. 

证 因/是双射，按第一章命题 1.3,/ 可逆，且/- 1 也是可逆映 
射(因/为其逆映射），因而仍为双射.现在只要证/― 1 是 V 到 C 7 的 
线性映射即可.对任意有 

/( 是广 1 ⑷ + kff~ l (a) + IffD 

— ka -j~ iPt 


从而 


f~\ka- {- f-Vdkf - 1 (a) -f lf~ l 

= kf~ l Ca) + // _ 1 W. I 

设都是数域 K 上的线性空间.如果 / 是 C 7 到 F 的同构 
映射， g 是 V 到 W 的同构映射,显然, g / 是到 W 的同构映射(请 
读者自己证明).这些事实说明，同一个数域 K 上的线性空间，其同 
构关系具有反身性(每一个空间与自己同构，其恒等映射即为同构映 
射），对称性(如果 C ； 与 F 同构，则按命题 3. 3, F 与同构)及传递 
性.这就是说，线性空间的同构关系是一种等价关系.当我们只研究 
线性空间的加法、数乘运算而不涉及具体内容时，则同构的线性空间 
可以认为是一样的（即在上述意义下看做同一个线性空间).如果 U 
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是 n 维线性空间，那么，按命题 3. 2,所有与同构的线性空间也都 
Mn 维线性空间.反过来说，如果 U 9 V 都是数域尺上的 n 维线性空 

间，那么从例 3. 4 可知它们都与 /C 1 同构，再由同构关系的对称性与 
传递性即知 C 7 与 V 同构. 

利用线性空间的同构来讨论许多问题时，可以较简单地解决.下 
面是一个例子. 

例 3. 7 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间.证明 V 内两组基 

G 到 Vl ， V2, …， Vrr 之间的过渡矩阵: T =(~) 是可逆的. 

在例 3. 4 中已经给出 V 到/ C 1 的同构映射/,现在 n 

e „ 下的坐标为: T 的列向量，已知％，7 2 , …，％ 在 V 


氐1 ， 氐2 


■ ■鲁 


m 


…，7” 在 A 

线性无关，按照命题 3. UfOh )， fOh ) ，…，八％)在 K n 线性无关，于 
是: T 为满秩 n 阶方阵.故： T 可逆. 


^2 


3. 线性映射的核、像集和余核 


定义 设 C /， V 是数域 K 上的线性空间，/是 C 7 到 F 的线性映 


射•定义 


Ker / = {a G C 7 |/( a ) = 0} 


称为线性映射 / 的核.又定义 


Im/ = {/(a) \a G U) 


称为线性映射 / 的 像集. 

线性映射的核与像集是刻画线性映射/的性质的两个重要概 


念 


命题 3. 4设 C / 是数域 K 上的线性空间，/ GHom ( C 7, y ). 则 


有: 


( i ) Ker / 是 C 7 的子空间， / 是单射的充分必要条件是 Ker /= 


{ 0 } 


( ii ) Im / 是 F 的子空间，定义 Coker /= F / Im /. /是满射的充 

分必要条件是 


Coker / = {0} 


Coker / 称为线性映射/的余核. 

证 （ i ) 设 a ， 奸 Ker /， 々，/6尺，则 
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f(ka + /^)= 々 /(a) + //(^) = 0, 

即如 + WeKer /, 这表明 Ker / 对加法、数乘封闭,从而为 C 7 的子空 

间.若/为单射，显然 Ker /= {0}. 反之，若 Ker /= {0} ，设有 a ， 卢6 
r ，使 /( a )=/(0) ，则 /( a —/?)=/( a )— /(卢) = 0,故 a —^ Kerf = 

{0}, 即 a = p . 于是/为单射. 

(ii ) 设 a , 夕 €Im/, 是，于是有使 /(a')=a 

/( 〆 ）= 0，此时 


t 


f(ka f +//?，）= kf(a f ) + Z/(# ) 

=ka 1/3 ^ Im/. 

这表明 Im/ 对 V 内加法、数乘封闭，从而 Im/ 为 F 的子空间 . /为 

满射等价于 lmf=V ，而这又等价于 Coker/ = V /Im/ = { 0 }. | 

例 3.8 给定数域尺上的 mXn 矩阵在第二章§4已指出， 
A 给出到的一个保持向量加法、数乘的映射，亦即一个线性 


映射 


f A (X) = ax (v x e K n ) 


现在 


Kerf A = {X e K n \f A (X) = AX = 0} 9 

即 KerA 为齐次线性方程组 AX =0 的解空间.如设 A 的列向量组 

e / r % 在第二章§4指出，对的坐标向量；0, 

f A ( Xj )= aj . 因为兄 ， X 2 ，…，足生成尺”，故 


为々 


^2 




• ■馨 


9 


9 


9 


lm/ A = L(a } ,a 2 , ••- 9 a n ) 


9 


即 lm / A 是由 A 的列向量组生成的尺”的子空间.现在线性方程组 
AX=B 有解的充分必要条件(即 BeK m 可被 
的充分必要条件)就是 BeImA .而 Cokerf A = K m /Ua l ,a 29 •••,〜) 
则是以 A 为系数矩阵的线性方程组 AX=B 有解(或无解)程度的一 
个 量度： 如是 Coker / A = {0}，则所有这种方程组都是有解的. 
CokerA 越大(含的元素多），则 AX=B 无解的可能性就越大. 

上面的例子使我们对线性方程组的理论看的更加透彻.而下面 

的命题可以使我们的认识更进一步. 

首先 指出： 对于例 3. 5中给出的 F 到商空间 F / M 的自然映射 

我们有 Kerp = M ， 而 Imc ?= V / M . 


a m 线性表 7 K 


« 1»«2 
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命题 3. 5设 C /， F 是数域 iC 上的线性空间 ，/ G Hom 07， F ) ，则 
C // Ker / 与 Im / 同构. 

证定义 tZ / Ker / 到 Im / 的映射 

r(a + Ker /) = f ( a ) 6 Im / (V a e U ). 

(或者用 § 2 中的记号，写成 r ® =/(«).) 首先要验证上面的定义在 
逻辑上无矛盾（因为 U / Kerf 中元素的表示法不唯一).设有 

a + Ker / = J 3 - {- Ker /, 

则 P = a -\- m { m GKer /). 于是 /(/&)=/(«)+/( m )=/( a ) ，这表明 

r(a + Ker /) = /( a ) = /( 卢 ）= r (# + Ker /). 

( i ) 证明 r 是线性映射.对 Sjet // Ker /, 有 

r (走 a l = z(^ka + = f Cka + 

kf ( a ) + lf 0 ) 

kr{a + Ker /) + / r (/3 + Ker /) 

= kr(a) + It: d 




( ii ) 证明 r 是单射.设 


r(a + Ker /) = r (# + Ker /), 

于是 yXds / X #)， 即 f ia — ^)=f Coc ) — f (^) = 0» 由此知 a — G 

Ker /, 于是 《+ Ker /=/9+ Ker /. 

( iii ) r 显然为满射，因为 


Im /= { fM\a 6 U }. 

综上所述知 r 为 t // Ker / 到 Im / 的同构映射. ■ 

由命题 3. 5 及命题 2. 5,命题 3. 2立得下面重要结果. 

推论1设是数域尺上的两个线性空间， = 

HomCZ / J ) ，则 dim Ker/+dim Im /= dimC 7. 

如果采用例 3.5 的记 号：用 史表示 C 7 到 C 7/ Ker / 的自然映射， 
那么命题 3. 5可以用下面一张图 表示： 


U/ Ker/ 
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即对任意有 


z<p{a) = r(a + Ker/) = /⑷ 


或者简单地写成 f= T cp, 

容易看出，满足上述条件的同构 r 是唯一的.因为如果又有 
f // Ker / 到 Im / 的线性空间 同构 〆 使/= 〆 ％则对任意有 

t'< p{a)=T' 0+ Ker /)=/( a ) = rO + Ker /) ，由此立即推知 r ’ 

现在回顾一下第二章§ 3的定理 3. 1,即齐次线性方程组基础解 
系中向量的个数的定理，它只是上面命题的一个简单推论. 

推论 2给定数域 K 上 mXn 矩阵 A .设 r ( A ) = r ，则齐次线性 
方程组 AX =0 的基础解系中含 

证 ^ X =0 的基础解系中向量个数即为其解空间的维数.在例 
3.8 中已 指出： 令 A 为尺”到 F 的线性 映射： A ( X )= AX ：， 则 
AX =0 的解空间为 KerA , 而 ，…,％),故 dim ( Im / A ) = 

r ( A )= r . 按命题 3. 5的推论1，有 


T. 




个向量. 


n — r 


dim Kerf A + dim lmf A = dimK n = n 

从而 dim Kerf a = w — dim \ mfA = n — r . | 


线性映射的运算 




我们已经知道，线性映射是矩阵的抽象化.矩阵之间存在加法、 
数乘及乘法，显然，在线性映射之间也应存在相当的运算，在第二章 
的小结中也已大概指出这些运算应当是怎样的.现在来给出它们的 
严格定义. 

设 C/，F 是数域 K 上的线性空间. 

1) 给定 /，geHomO/，VO, 定义 

(/ + 发 ） a = /(«) + gM (V«ec/), 

则 f -\- geUom ( U 9 V ). 这是因为 

(/ + g ) (ka + /^) = fika + //?) + g(ka + /^) 

= kf ( a ) + If iP ) + kg ( a ) + lg ③ 

=々(/⑷ + 〆《)) + /(/(卢）+ 〆/?)) 

kCf g ) (a) + /(/ + g ) (^). 




f ^ rg 称为 f 与 g 的加法 
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2) 给定 / eHom ( C 7， F ) 及々6尺，定义 

( 々 /) ⑷ = kf(a) (\/ a eU) 


9 


则 Jk / eHomO / 9 V ). 这是因为 

(kf) {k x a + W= kfik.a + 

=k(kj(a) +//(^)) 

= k.kfw + lkf(P) 

= ^a/)(a) +/( 々 /)(#) 


々/称为 々与 / 的数乘. 

容易验证，在 H 0 mO /， TO 内定义的上述加法、数乘满足线性空 
间定义中的八条运算法则，其中零元素为如下 C 7 到 y 的零 映射： 

0( a ) =0 (V ^ G C /). 

显然 oeHomO /, V ) ，且对任意 / eHom ( C 7， V ) ,有/+0=/.又对任 
意 / eHomO /, V )， 定义 


(-/)(«) =-/(«) ( v « e u ). 

显然 一/ eHom ( C 7, V ) ，且 /+(-/) =0. 

因此, HomCCMO 关于上述加法、数乘也组成尺上的线性空间. 
3) 设 U 9 V 9 W 都是数域 K 上的线性空间.如果 feHomCU 

V )，茗 eHomGM ^)， 定义 


(W = 〆/(«)) (v ⑺， 

则显然 gfeUom ( U 9 W ). 这是因为 

( gf ) (ka + W = g ( f(ka + W ) 

= gikfW + If ⑽ 

= kg ( f ( a )) +/^(/( y ?)) 

= k ( gf)M + 

gf 琳为 g 与 f 的乘法. g 与 f 只有满足上述条件时才能相乘. 

线性映射的乘法满足如下运算法则(在下面总假定出现的乘法 
是有意义的). 

( i ) 乘法结合律： 、 fg、h = f ( gh ). 

( ii ) 加法与乘法分 配律： 


f(g-\-h') = fg fh 
(/ + g)h = fh gh 
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( iii ) 对任意/^尺4(/尽)=(々/)发=/(蚣). 

线性映射乘法的结合律是第一章命题 1. 2的具体例子 .（ ii ) 
( iii ) 的证明留给读者作为练习. 

这里同样要注意 两点： 

1) 线性映射的乘法一般不可交换 次序； 

2) 线性映射的乘法没有消去律，即由等式 fg=fh ，/7^0并不能 
推出同样，由等式 gf = hf , f ^0 也不能推出 g = h . 

线性映射的矩阵 

把矩阵提升为一般的线性映射是理论上一大进步，它使我们对 

许多问题的认识大大深入了.但从另一方面说，当我们面临需要对某 

些问题作具体计算的时候，我们又要想法把抽象线性映射具体化为 

矩阵，就是说，从抽象再回到具体. 

现在设 U , V 是数域 K 上的线性空间，且设 dimf ； == n ， dimF = 

设 / eHom ( C 7, y ). 为了把/具体化，我们在内取定一组基 Q 

在 V 内也取定一组基 7 i ，72，“*，7 w . 我们先证明一个基本命 


9 




m 


9 


^2 


9^n 9 


命题 3. 6记号如上述.我们有如下 结论： 

( i ) 到 V 的任一线性映射/由它在的基 A，e 
用唯一决定,就是说，如果又有 geHomOMO 使 〆 e ,)=/( e,)(f = 

) ，则 〆 a )=/0) (V aeU ); 

( ii ) 任给 V 内 n 个向量心 

Horn ( LMO ，使 / O ,) = a , (£ = 1，2， 

证 （ i ) 对 C 7 内任一向量 a ， 设 


£«处的作 


1 , 2 , 


• _ _ 


71 


必存在唯一的 /e 


^2 


a 


n 9 


n) 


■ ■ ■ 


= x x e x + x 2 e 2 + … + x n e n 


a 


则 


/(«)= ^i/(ei) + x 2 f(e 2 ) + ••• + x n f{e n ) 

工 l 发 Oi) + ^2g( e z) + ••• + x n gie n ) = g(a). 

( ii ) 定义 到 V 的映射 / 如下： + 

令 /( a ) = > r 1 a 1 + > r2 a 2 + …十工” 0 ^.现在来证/ G Horn ( U 9 V ). 若又有 

卢 = ：Vi Cl + 辦 2 + …+ ，则 
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f (ka + Ifi) = f ( (kx\ + ly\)^\ + ikx 2 + Z ： y2) e 2 + … + ikx n + lyn)^n) 

=(kxi + + ikx 2 + /jy2) a 2 + … + (々工 n + lyn ) a n 

= + X 2 <^2 + **• + ^n a n) + + «y2 a 2 + ••• + yn a n) 

=kf(a) + 

现在显然有 /( e ,) = 满足此条件的线性映射的唯一性由 （1) 立即 


推出 


根据命题 3. 6 ， 只要知道 /(si) ， /(e 2 ) ，… ，/(eJ ， 那么 /(a) 就被 
唯一决定了•而 /( e ,) 可表为 V 的一组基％，7 2 ，…， 7 m 的线性 组合. 设 


/(eD = an 7 i + a 21 7 2 + …+ a ml rj m 

/(e 2 ) = a 12 7i + a 22 7 2 + … + a mZ TJ m 


f ^lnVl + ^2n^]z + ••• I ^mn^lm 


令 


a ll a \2 


^1 


a 2\ a 22 


a 2n 


A = 


a 


Q^m\ ^m2 


那么，上面的 /2 个等式可以借助矩阵乘法的法则形式地表示成 

(/( q )，/( e 2 ) ，…， /( e n )) = (7 i ，72, …， 7 m)A 

m X n 矩阵 A 称为线性映射 / 在给定基下的矩阵.显然, c / ， V 的基取 
定之后，/由矩阵 A 唯一决定.命题 3. 6的 ( ii ) 又 说明： 任给尺上 
Xn 矩阵 A ， 我们令 


m 


Vm)A, 


(A ，汉 2 ，…， Of n ) = ( 7 l ，々 2 


■ ■鲁 


则存在唯一的 / eHomO /, TO , 使 /( e ,)=« ，，即 

(/(0，/( e 2 )， …， /( e „)) = (H 

于是/在所取定基下的矩阵即为 

现在定义 H 0 mO /， TO 到此, „(/0 的一个映射 a 如下： 对 
/6出11107，\0，如果/在「，7所取定的基下的矩阵为则令 
(/)= A 那么上面命题 3. 6的 G ) 说明 < r 为单射(不同线性映射的矩 
阵是不同的），而 ( ii ) 则说明 a 为满射(任一 mXn 矩阵都是某线性映 
射的矩阵).于是集合 Horn 07, F ) 和集合 M ^ OO 之间存在——对 


Vm)A 


a 
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U3j 


应. 不但如此，这个双射 a 还保持出11107, 1 10的运算和凡,„00内运 
算的对应关系.为了证明这一点，我们先来引进一个记号. 

设 /eHomO/，y), 对 U 内任意向量组力 

= (/( a i) ， /( a 2) ，…， /( a *)). 

使用这个记号将使我们下面的推理简化.这是因为这一记号具有如 
下一个 性质： 令则 


我们约定 


^2 


a k 


• •翁 


9 


9 


9 


9 


a= 尤 1 名 1 + 尤 2 芒 2 + ••• + = ， € 2 ， …， 


fW = Xx/CCi) + 工 2/( € 2) + …+ 工 ”/(0 

= (*/*(疙1) ， •/*(右2) ，…， 《/*(€”) )* X " 

=[/(€!，£ 2 ,— ， e n )]X 

把上面两个式子合并，可以写成 


/(«)= /[(£ l ，£2，.“， OX ] 

== [/( e l ， e 2 ，…， £ ”) ] 又 

上面式子右边的等式形式上与结合律一致. 

一般地，设 


a i = Ui ， …，0不，…，= (e 




我们有 

/( ai ) = (/( Q ) ，… ，/( e ”） ）兄，… ,/( a ,) = (/( q ) ，… ，/( e „) ) X ,. 
以 Xi ，…， X s 为列向量排成 nX 5 矩阵 X ，则有 


(«"•••，《,) = (£!,••• y e n )X 


而 


(/( A ) ，…， /⑷） = (/⑹ ，…， /( eJ)X 


按上面的约定，有 


/(«!,••• ,a s ) = (/(%)，…， /(>,))• 


把上面式子合并，即写成 


/[( e i ， … ， e”)X]= (/(£i)• jf(e n ))X 

= [/o" …， e„) ]x. 

这是更一般的形式结合律.下面的推理中，我们将经常使用上面约定 
的记号及其形式结合律. 

命题 3. 7记号如上所述.我们有如下 结论： 
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G) 对 / ，发 eHom07,TO ，々， /e 尺，有 

+ lg) = kff(f) + ; 

因此是 Hom07,V) 到 ( 幻的线性空间同构.于是我们有 

dim Hom(C7 ,y)=dimA/ m ,„(J^) = mn. 

(ii) 若 /eHomO/ ， y) ， geHom(y ， UO, 则 (KgD = oig 、 o(f、• 

证 （ i) 设 〆 /)= 儿 <7( 发） = 五，则 
((kf + lg)t„{kf + lg)e 2 ， ••• ，（々 / + lg)e n ) 

=CkfdeO + ^(€i)^/(€ 2 ) + lg(e z ) 9 - 9 kfde n ) + lgde n )) 

々 (/(O ， /(e 2 ) ，… ,/(€»)) + KgieO ，容 (e 2 ) ， … ，貧 (ej) 

々(7 l ，72 

(7l ， 72 , …， D ⑽） + iVl，V 

=(7 i 9V2 

上式表明线性映射 kf+lg 在所取定基下的矩阵为 kA+lB = ka(f) 

+Ax ( 容），亦即 a{kf J tlg s )=ka{f s ) J tla{g^. 

(ii ) 设在内分别取一组基 




V m )A + lOh’Vz ， … ， Vm)B 








• •籲 


V m )CkA +IB) 


9 


9 


fVmi 谷1，…，谷 s 


i 


€l 


• • • 


• • • 


9 


9 


9 


又设 


(*/*(忘1 ) ，*/*(右2) ，•••，/(€”)） == ( Vl ， 々 2 ， ••• ， V »») A ， 

( 发 ( 7 l) ，容 ( 72 ) ， … ，容 ( 7 m))= ( 占 1 ， 沒 2 , … ，么) 凡 

那么，我们有(使用上面约定记号） 

(发 /( h ) ，发/(« 2 )， … ，容 / O ”）） = 容(/(^山/⑷）， …， /(€”）） 

= 容 [(7l ， 72, … ， 7mM] = [g(U2，.“ ，0 

[( 发 (7l) ，茗 (72) ，… 

上面的结果表示 Horn 07, W0 在所取定的基下的矩阵为 BA = 
aig ) aCf ), 于是 a ( gf ) = aCg )( j ( if ), | 

注上面我们用记号^同时表示 H O m07，y ) 到 
Hom(y，W) 到 M， OT 00,Hom07,WO 到 M,„0O 的映射. 






线性变换的基本概念 


# 


从这一段开始，我们要把对线性映射的讨论限制到一种最重要 
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的情况，即「=7的情况. 

定义 设 V 是数域尺上的线性空间, A 是 V 到自身的一个线性 
映射，则称 A 为 V 内的一个线 性变换 . V 内全体线性变换所成的集 

合记为 EndOO . 

下面来举出线性变换的一些重要例子. 

例 3.9 设 A >( a ,6) 是区间 6) 内全体任意次可微的实函数 
/ Or ) 所成的集合,它关于普通函数的加法和与实数的乘法成一实数 
域上的线性空间.在 A)(a ,6) 内定义一个 变换： 


d 


D = ^ ： /(工） I —★/’ (工）， 

即让 A )( a ，6) 内每个向量 / O ) 在变换 D 作用下变成该函数的导函 
数.这个变换就是数学分析中的求微商运算.根据微商的性质，有 

D(/(x)+g(x))=D/(x)+D^Cr); 

D ( 々 /(x) ) =kDf ix). 

这说明求微商运算是线性空间内的一个线性变换. 

例 3. 10 设为闭区间 0,6] 上的全体连续函数所组成的 
实数域上的线性空间.在 C [ a ,6] 内定义变换 如下： 

Si fix )I 


fCt ) dt = FCx ) 9 

即让 C[a,6] 内的每个向量 /Cr) 对应于它的变上限积分(即 /Cr) 的 
一 个原函数).根据定积分的性质，我们有 

S(/Cr)+gCr))=S/Cr)+S^Cr); 

SCkfix )) =kSf (工）. 

这说明求变上限积分是线性空间 C [ a ,6] 内的一个线性变换. 

下面我们介绍线性空间 V 内几种特殊的线性变换. 

1) 零变换 0. 

对任意 aGF ,0 a =0. 这是 V 内的一个线性变换， 称为零变换. 对 
任意 A€End(V") ，有 0A=A0=0. 

2) 单位变换五. 

对任意 V ，Ea = a . 这显然也是 V "内的一^个线性变换，称为单 

位变换或恒等变换. 对任意 AeEndOO , EA = AE = A . 

3) 数乘变换 A :. 
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设々是数域 K 内一个固定的数.对任意， 定义： ka = ka . 不 
难验证，这也是 v 内的一个线性变换，称 为数乘变换. 

4) 投影变换 P . 

设从是7的一个子空间.按命题 2. 4,存在 V 的子空间 iV ， 使 

V = M ® N . 

于是，对任意有唯一分解式 


a = a x + a 2 ( a x GM , a 2 ^： N ) 


我们定义 V 内一个变换 P 如下 


Pa = ai 


我们证明 p 是一个线性变换. 

( i ) 设 a ，/? eF , 又 

a=a l + a 2 f + («i >/?i 6 M?a 2 ,/? 2 6 A^) 


则 


«+/?= ( 々 +&) + (o：2 + /?2) («!+/?! G Af ； a 2 +/?2 G A^). 

按 P 的定义，有 


P(a+/?) =«i + /?i=Pa+P/? 


( ii ) 对任意有 


ka = ka x J rka 1 ika x G M ; ka 2 6 iV ) ， 


PCka) =kai =kPa. 

线性变换 P 称为 V 对子空间 Af (关于直和分解式 V = M ㊉ A 0 的 

投影变换. 注意投影变换依赖于直和分解式的具体形式. 

例 3. 11 考虑平面上以坐标原点 O 为起点的全体向量所组成 
的实数域上二维线性空间 V . 过0点的直线 Af 表示其某个一维子空 
间.那么,任一过 O 点而又不与 M 重合的直线 W 都可以代表 ilf 的 
补空间.此时 V = M ® N . F 对 Af 关于上述直和分解式的投影变换 
户，就是把平面上每个向量 a 以平行于 iV 的方向投影到 M 上(参看 
图 4.8). 


如果把 iV 取在与 M 垂直的位置上，则由这样的直和分解式 

V = M®N 

所确定的投影变换 P 称为 正投影 (参看图 4. 9). 
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图 4. 8 


图 4. 9 


投影变换是一种重要的线性变换. 

线性变换是一类特殊的线性映射，前面关于线性映射的知识也 
都适用于线性变换.现在把一些要点再简单列举一下. 

1) 如果 AeEnd(y)=Hom(y，V) ,那么 KerA 与 ImG4) 都是 V 

的子空间.如果V是有限维线性空间，那么由命题 3. 5的推论1,有 

dim KerA + dim ImA = dimV\ 

2) EndOO 内有加法、数乘运算,它关于此两种运算成为数域 K 
上的线性 空间. EndOO 内任意两元素 A 9 B 都可作乘法 A 凡对于 A 


GEndOO 及正整数々，定义 V = …丄当 A 參 0 时令 A ° = E . 对数 

域尺上多项式…+‘，定义 

/(A) = aoA m -\- a 1 A m ~ 1 -\ - Va m - x A -^ a m E , 

3) 在 C/ = V 为数域 K 上的《维线性空间的情况下，只要在 
U—V 内取同一组基 Cp 

的矩阵 A 由下式 定义： 


那么任意 AGEndOO 在此组基下 


€ 2 


€n 


• • • 


9 


9 


A £ rt ) = (^i 9^2 


e n )A 


• • • 


• • • 


9 


9 


其中 A 的第£个列向量为在基 Si 
它在基 £1 


下的坐标.现在 A 由 


£ 2 


£ 


❿## 


n 


下的矩阵 a 唯一决定. ^ 

定义 End GO 到从(尺)的映射 a: 对 AeEnci(V)，(xG4) 为 A 在 


^2 


€ 


• • _ 


n 


基 €l ，^2 


e n 下的矩阵.于是(X是一个双射 ( 一一 对应），而且有如下 


• • • 


性质 


1 ) (jikA^lB) =ka(^A) -； 

2) (j{AB) =<t(A)(t(J?). 

因为单位变换£在 €1 ,4，…, €fl 下的矩阵为我们有 

BA ㈡ E = a(A)(7(B) = a(B)a(A) 


E = A 
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所以， A 为可逆线性变换的充分必要条件是 (7( A ) 为 K 上可逆 w 阶方 
阵，而且(其中用到了 a 为单、满映射这一条件). 

命题 3. 8设线性变换 A 在一组基下的矩阵为又设向量 
在这组基下的坐标为 


a 


工1 


工2 


x= 


x 


MAa 在这组基下的坐标为 

证设这组基为 d , e 2 ，… ，匕 •采用形式的写法，有 

Aa =A(xi € 1 +JC 2 €2 + ••• +^«€n) 

A[(£i ， € 之 ， ••• ^ € n ) X ] 

= [A (€ i ， € 2 ，…， )] 叉 

[(£ i ， e 2 , …， e » M]X 

=(ei ， £2… ， e” ） CAX). I 

例 3.12 在 KDt ]4 内取定一组基 






2 


Xy X ^ X 


在 KDr ] 4 内定义一个变换 A 如下： 若 


/Cr) =ao-\raix J ta 2 x 2 +azx 


则 


Af ( a :) = a 3 -\- a 2 x -\ ra \ X 2 + a 0 x 

容易验证 a 是一个线性变换.而因为 

A 1 = 0 • 1 + 0 • : r +0 • x 2 + l 

Ax =0 • 1 + 0 • 工+1 
Ax 2 = 0 • 1 + 1 • 工+0 • x 2 十 0 
Ax 3 = 1 + 0 • x+O 

@C A 在基 1 jXjX 2 jX 3 下的矩阵为 


x 


+ 0 


x 


x 


X 


+ 0 


X 


X 


0 0 0 1 
0 0 10 


A = 


0 10 0 
10 0 0 
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采用形式写法，有 


(Al , Ar , Ar 2 ， Ar 3 ) = ( 1 ， : r ，工 2 ， W. 

例 3. 13考査 KDrl 内求形式微商的变换 D = i •因为 


1 = 0 


1， 




X 


= 2 x 


x 


一 2 


n _ 1 


in-\)x n 

下的矩阵为 

0 10 0 

0 2 0 




x 


n —1 


故 D 在基 1, jc ，: c 2 , 


X 


0 


o 


D= 


0 


0 


72 — 1 


0 


由命题 3* 8,对于任一 


n — 1 


f Cr) =<20+“1 工 + (22 工 2 + … +^-1*2 ： 


下的坐标应为 


D/Cr) 在基 1 


n — 1 


X 


yXfX 


0 10 0 




do 


0 


0 2 0 


2 a 




0 


D= 


a 2 


0 


( W —1)(2 


n—1 


0 


n —— 1 


0 


n — 1 


0 


这与形式微商的定义 一致. 


n-2 


艮 P … + ( W —1)(2 

例 3. 14考虑 K 3 中一个线性变换 A . 设 

(1，0,0)，^2 = (0，1，0)，^3 = (0,0，1)， 


\X 




n 一 


e l 




则 


Ab \ = ( —1，1，0)， = (2，1，1)， Aq = (0, 一 1， — 1) 
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( i ) 求>1在基6,643下的矩阵. 

( ii ) 在尺 3 中改取如下一组基 

7 l = ( l ， l ， l )， 72 = (1，1，0)，73 = (1，0,0)， 

求 A 在％，7 2 ,7 3 下的 矩阵. 

解 （ i ) 因为 


Ab \ = — Ci + Q + O • Q 

Ae 2 = 2ei+e 2 +€3t 

Ae 3 = 0 


e l — e 2 一 e 3 


故 


—1 2 


0 


(Aei,Ae 2 fAe 3 ) = (ei,C2^3) 1 1 




0 1 — 1 

( ii ) 现在应当求 A % 用％,7 2 ,7 3 线性表示的系数.因为 

_ 

7l = Sl+ e 2 + £3 ， 

▽2 = 氐1 + 氐2， 


73 = ^1 


故 


A^i = Ae x + Ae 2 + Ae 3 =(1，1，0)， 

A72 = Aei+Ae 2 

Ay 3 =Aei 

按照 § 1 例 1. 15 提供的求 iC ” 中一向量在一组基下坐标的办 

法，应当将 7 i »72»73» A 7 i » A 7 2 » A 73 的坐标为列向量排成一个 3 X 6 矩 

阵,用初等行变换把左边3行3列位置化为£，右边就是所求的 A 在 

%， W %下的矩阵.具体计算如下： 

111 


= (1，2，1)， 

( —1 ，1 ，0). 




1 


1 0 0：0 


0 




1 


0 


1 


0 


0 


10 0:01 0 


0 0 1 : 0 — 1—2 


即得 


0 


0 


( A 々 i jAtJz ) ~ (7 i ，夕2，々3) 1 


0 -1 


-2 
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这个例子告诉我们，同一个线性变换在不同的基下的矩阵一般 
是不相同的. 


7. 线性变换在不同基下的矩阵 


例 3. 14已经指出，同一个线性变换在不同的两组基下的矩阵一 

般是不一样的.现在我们来寻找它们之间的关系. 

命题 1 9设 


Cl J ^2 


i 




7” 72 


Vn 


• • • 


是线性空间V的两组基，其过渡矩阵是： T= (~),即 

(7l ，々2 

又设线性变换4在这两组基下的矩阵分别是 A 和 BM 

B=T~ l AT. 

证由线性变换的矩阵的定义，有 


( 1 ) 


7«) = ( € 1 ，忘2 


e n )T 


• • • 


• • • 


9 




A ( ei , e 2 


e n ) = Oi ， e 2 








AC %, % ，•••，％) = (%, 7 2 ,.", 7 J 5. 

把 a) 式代入上面的第二个等式，得 

A[(6l ， £2, … ^n)T]=[(e 

利用形式运算的结合律，有 

A[(£i 


eJT ]5 


e 2 


e «) T ] = [ A ( ei ,£ 2 ^^ ，^) JT 

[(£ i ， e 2 , … , eJA]T 

eJUT ) 
e n )(TB) 


e 2 


• • • 




(£ i ^ 2 

( ei , e 2 




• • • 




# • • 


因为 & 


线性无关，故有 


C 2 


£ 


• • • 


n 


AT=TB 


而： T 可逆，因而有 


B=T~ l AT. I 

例 3.15 在例 3. 14 中我们已经求得尺 3 中一个线性变换 A 在 
两组基下的矩阵 


— 12 0 

CAe\ j A^2 y ) == C^i 9 £2 ^ ^ 3 ) 1 1 1 

-01-1 
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1 


0 


0 


(A7i ， A72 ， A73) = (7i ， 72,73) 111 

-0 — 1 -2 


而 


1 1 1 

(7 l ，々2，73) = (忘1 ，氐2，右3) 110 

-10 0 


不难验证，有 


一 1 


1 


1 


0 


— 12 0 


11 1 


0 


1 


1 


5 = 1 1 1 

-0 — 1 —2 


110 
10 0 

定义 对数域尺上的两个 n 阶方阵 A 与5,如果存在 iC 上一 
个 n 阶可逆的方阵 T , 使 5= T ^4 T , 则称5与 A 在 /C 内相似 ，记做 

5 〜 


1 1-11 1 0 




0 1 —1 」 L1 0 0 


矩阵的相似关系具有如下性质： 

1) 反 身性： A 〜 A •这是因为^二五一 1 ^：; 

2) 对称性：若5〜则 A 〜凡这是因为当时，有 

A=(T -1 ) -1 5T 

3) 传 递性： 若 A 〜5,5〜 C , 则 A 〜 C . 这是因为当 

，有 


— 1 


A=rr 1 (T 2 - 1 CT 2 )T 1 = (T 2 7\ ) _1 C (T 2 T x ). 

这说明矩阵的相似关系是一个等价关系.我们把数域尺上全体 
阶方阵的集合 M „( iO 在相似关系下的等价类 称做相似类. 于是 
脱00可分解为互不相交的相似类的并. 

由于上述性质，我们可以把 K 上 n 阶方阵的集合中的元 
素按相似关系进行分类，凡是相互之间存在相似关系的矩阵属于同 
一类，不同的相似类之间没有公共元素(交是空集).下面一个命题阐 
明了相似类的实际意义. 

命题 3. 10数域 A ： 上两个《阶方阵5相似的充分必要条件 
是,它们是 y 内某一线性变换 A 在两组基下的矩阵. 

证 充分性已在前面阐述了，现在我们证明必要性. 


n 
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现在我们可以找到 V 内一个线性变换 A , 使它在 V 的某一组基 

£ n 下的矩阵为 A 因为5〜 A ， 故存在可逆矩阵 T ， 使5 = 


e l ， e 2 




T ^ AT . 命 


(7 i ，72，...，7”）= ( e i ， e 2 


e n )T 


m mm 


由命题 1. 3 可知 ,7 i ,72 
这组新基下的矩阵为 T ~ l AT = B . I 

由此可知 , At OO 内每一个相似类实际上不过是同一个线性变 
换4在不同基下的矩阵而已.从这一认识出发，自然就会提出这样 
的问题 .• 能不能设法在 V 中找出一组基，使 A 在这组基下的矩阵具 
有最简单的形式呢？或者换句话说，能不能在内的每一个相 
似类里去找出一个形式最为简单的矩阵来作为该相似类的代表呢? 
这就是矩阵在相似关系下的标准形问题.本章后面的内容，主要就是 
讨论这个问题的. 


Vn 是 V 的一组基.根据前面的推理， A 在 


习 


为正整数且 m < n . 定义尺”到的映射/ 如下： 若 
«) ，则令 


1. 设 


Cci\ ydz ， 


a = 




a m ) G 

又定义到尺”的映射反如下：若 a = ( anA ， … ， a m ) ，贝！ J 令 

a m ，0, …， 0) 6 

证明 fig 均为线性映射，并求 Ker /， Im /， Coker / ， Ker 发， Im 发， 

Coker^. 


发（“） = Ccii jU2 


2 •设 A f B 是数域尺上的 mXn 矩阵，且 r ( A ) = r ( B ). 设齐次 
线性方程组和 BX =0 的解空间分别是 (7, V . 证明存在尺上 
可逆 W 阶方阵 T , 使得 / a )=7 T(V 是 C 7 到 y 的同构映射. 

3. 找出习题一第2题 (5) 的线性空间和 R 2 之间的一个同构映 


射 


4. 将实数域 R 看做自身上的线性空间(加法和数乘为实数加法 
和乘法).试求出 K 上线性空间 C |>,6] 到 R 的一个线性映射. 

5. 将数域 Q ( i ) 与 Q ( vT ) 都看做 Q 上的线性空间（加法为复 
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数加法，数乘为有理数与复数的乘法），找出它们之间的一个同构映 


射 


6. 定义尺 4 到 K 3 的映射 


工1 


— A +工2 + 2工3 +工4 

— 2 x 2 + x 3 

_ ^ — -L -L ^ 

^1 ^2 r 0^3 \ ^4 


工 2 


工3 


证明/是一个线性映射，求 Ker /， Im /， Coker / •在尺 4 内取一组基 

£i = (1，0，1，1)，^2 = (0，1，0，1) 

( 0 , 0 , 1 , 0 ), £ 4 = ( 0 , 0 , 2 , 1 ) 


9 


^3 




又在尺 3 内取定一组基 

Vi = (1，1，1)，^2 = (1，0，一 1)，^3 = (0，1，0) 

求/在给定基下的矩阵. 

7. 定义 K 3 到 K 4 的映射/ 如下： 


x \ + 


工3 


工1 


— J ：! + X 2 + X z 


/ 工 2 = 


2x 


工3 


x 2 + 2x 


(1) 证明/是一个线性映射，求 Ker /， Im /， Coker /. 

(2) 在尺 3 内取定一组基 

Vi = (1，1，1)，^2 = (1，0，一 1)，73 = (0，1，0) 

在尺 4 内取一组基 


= (1，0，1，1)，^2 = (0，1，0，1)， 
== (0,0，1，0)， £4 == (0,0,2，1). 


£ 


求/在给定基下的矩阵. 

8. 定义到的映射如下 


fC^o + + …+ a n ^ ix n ~ 1 ^) 


= a 0 x + —a^ 2 + —a 2 x z + 


-- — a 


n 


一 1 工 


• • • 


n 


n 


证明/是一个线性映射，求 Ker / Jm /, Coker /. 如果在 Klx \ 中取 
定基1 


在尺 Dr ： U 中取定基1, 


: r % 求/在取定基 


n— 1 


X 


X 


X 


贅 
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下的 矩阵. 

9. 判断下面所定义的变换哪些是线性的,哪些则 不是： 

(1) 在线性空间 V 中, = 其中是一个固定的向 


(2) 在线性空间 V 中，令，其中 a 6 V 是一个固定的向量 


(3) 在尺 3 中，令 >401，0：2，^：3) = 0^，工2 + 工3，工!）； 

(4) 在 K 3 中，令 i 4( JCi ，工2,工 3) = (2工1—尤2，工2+工3,工 1) ; 


(5) 在 KQr ] 中，令 ^4/(«2：)=/0+1); 

(6) 在尺 [>] 中，令 A / Cr )=/ Cr 。） ，其中 Xoe 尺是一个固定的 


数 


(7) 把复数域看做复数域上的线性空间，令 A 彡=6 

(8) 在从(尺)中，令 ACJQtBXC ， 其中 B ， C 是 iC 上两个固定 

的《阶方阵. 

10. 在实数域上线性空间 A ) Gz ,6)( 参看本节例 9) 中定义变换 


如下 


d 2 f ( x ) 


d / Cr ) 


AfCx) = 


+sinx • f(x) 


— x 


dx 2 


dx 


证明 A 是一个线性变换.定义 

d / Cr ) 


d/O) 


Bf(x) = 

举例说明 《 不是线性变换. 

11. 在实数域上线性空间中定义变换如下 


+sin：r • fix) 


+x 


dx 


dx 


Af(x)=\K(t)f(Odt 9 

其中 iCCr ) 是 [ a ,6] 上一个固定的连续函数.证明 A 是一个线性变 


换 


12. 在数域 K 上全体 w 阶对称方阵所成的线性空间 V 中定义 


变换 


AX=T ， XT ， 

其中 T 为一个固定的 n 阶方阵.证明 ： A 是 F 中一个线性变换. 

13. 在尺 Dr ] 中定义 


A fix) =/’ O ) ， Bf(x) =xf (jo) 
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证明 A 与 i? 是两个线性变换，且 AB-BA=E. 

14. 设 A 与 i? 是两个线性变换，且 Ai? —J^4 = £. 证明： 对任一 
正整数々，有 


A k B-BA k =kA 

15. 设线性空间 y 分解为子空间 M 9 N 的直和： V= M®N . 令 
P 为关于此直和分解式的 V 对 M 的投影变换， 证明： 

( 1 ) P 2 =P i 

(2) 若证明尸不 可逆； 

(3) 命广表示 V 关于上述直和分解式对子空间 iV 的投影变 
换 , 证明： PP 1 =P 1 P=0. 

16. 设 A 是线性空间 V 中的一个线性变换，且 A 2 =A. 证明： 

(1) V 中任一向量〃可分解为 


«=^ 1+«2 


其中且这种分解是唯一的； 

(2 ) 若 Aa= — or, 则 a=0 ； 

17. 设 A 与及是两个线性变换，满足 A 2 = A 

G4+i?) 2 =A+fi ， 贝 ! J AB=0. 

18 •设 A 

可逆，当且仅当 Aq , Ae 2 ， … ,Ae n 线性无关 . 

19. 设 V 为数域 iC 上的线性空间 .^,A 2 , … ， A* 是 V 内 々个两 
两不同的线性变换 . 证明 V 内存在向量《，使 … ，山 a 两两 


证明： 若 




心是线性空间 y 的一组基, 证明： 线性变换 a 


c 2 


• •籲 


不同 


20 . 求下列线性变换在指定基下的矩阵 


(1) 在尺 3 中，工3)=(2工1—«2：2，工2+工3,工1)，而基取 


^1 


(1 ，0,0) ， e 2 = (0，1，0) ， e 3 = (0,0，1)•求 A 在基 £ i , e 2 , e 3 下的矩阵. 

(2) 在平面直角坐标系内，取 £1 ,£ 2 为两个坐标向量.令 A 为平 
面上向量对第一和第三象限分角线的垂直投影，忍是平面上向量对 
Ke 2 ) 的垂直投影，求 A ， B ， AB 在 ei , e 2 下的矩阵. 

(3) 在尺 |>1 中，令 




Af (jc) =/(jt+1) — fCx) 


基取为 



四幸线性空间与线性变换 


298 


x{x — 1) … (x — Z + 1) 


(/ = 1，2, 


，n — 1) 


Sq = \ j = 


• • • 


(4) 在 D 。( a ,6) 中取6个线性无关向量 


sin 卩工， 

£e = ^rx 2 e ax sin^x 


COS^Xj 

^ cos/Sxj 

e 5 = 言 : r 2 e 虹 cos^r 

q ). 定义 


£i =e 


£2 =e 


e 3 =j：e 


£4 JCC 


令 V "= L(ei 


e 2 


• •籲 


D/Cr)=/’ Cr). 

证明 D 是 F 内的一个线性变换，并求 D 在 F 的上述一组基下的矩 


阵. 


(5) 已知尺 3 中线性变换 A 在基 

7 l = ( — 1，1，1)， ^ jz ~ (1 ^ 0 ^ _ 1)，夕3 = (0，1，1) 


下的矩阵是 


0 


A = 


0 


-12 1 


求 A 在基 


(1，0,0)， e 2 =(0, l ,0), £ 3 =( 0 , 0 , 1 ) 






下的 矩阵. 

(6) 在尺 3 中定义线性变换 A 如下 

A 7 i = ( — 5,0,3) ， 

A 々2 = (0, 一1，6)， 

Arj z = (一5, 一 1，9). 73= (3, 一 1，0). 


7 i = ( — 1，0,2) 
72= (0,1,1) 


J 


求 A 在基 


( 1 , 0 , 0 ), 


(0,1,0), e 3 =(0,0， l ) 


C 1 


C 2 






下的矩阵. 

(7) 接上.求 A 在 7 i ，72,73 下的矩阵. 

21. 在 A / 2 0 O 中定义变换 如下： 

AX = AX-XAy XeM 2 ( K ) 

其中 A 是尺上一个固定的二阶 方阵.证明： 
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(1) >1是紙00内的一个线性变换 

(2) 在 A / 2 ( iO 中取一组基 


0 


0 0 


0 


0 0 


£n = 


£ 12 = 


£ 21 = 


e 22 — 


o 


0 0 

求 A 在这组基下的矩阵. 


0 0 


0 


—1 _ 1 


在胍 ( iO 中定义变换如下 


22. 设 B = 


AX = B~ l XB (V X G M 2 (K)). 

证明 a 是 M 2 ( io 内一个线性变换,并找出 A 0 e / c , x 0 eM 2 ( io , Xo ^ 
0，使 AXq = AqXo , 

23. 设三维线性空间 V 内一个线性变换 A 在基 ei , e 2 ， e 3 下的矩 


阵为 


a \\ a \2 a \Z 

A= a 2 i a 22 a 23 


a 32 a 33 


31 


(1) 求 A 在基 AAA 下的 矩阵； 

(2) 求 A 在基下的矩阵 O #0); 

(3) 求 A 在基下的矩阵. 

24.设 A 是线性空间 F 内的线性变换.如果 V- V 关0,但 A k i = 
0, 求证： …, Y _7 a >0) 线性无关. 

25•在 n 维线性空间中，设有线性变换 A 与向量6使 
但.求 证： A 在某一组基下的矩阵是 


0 


0 


0 


26. 设四维线性空间 F 内一个线性变换 A 在基下的 


矩阵为 


10 2 1 

2 1 3 

12 5 5 


-1 


2 


1 _ 2 
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求 A 在 T ]\ = Si — 2^2 H ~~ ^4 > ^2 = 3^2 — ^3 —芒4，％ =芒3 + 忘4，74二2^4 的矩 


阵. 


27•在尺 4 内一个线性变换 A 在基^ 


€4下的矩阵为 


， e 3 


1 


0 




0 0 


0 0—1 


—1 


0 


求它在基下的矩阵，其中 

(1) e 1 =( l 9 2 9 — l 9 0 ) 9 

(1 ， _ 1 ， 1 ， 1) ， 

( _ 1，2，1，1) 


▽ i = (2， l ，0， l )， 
▽2 = (0，1，2,2，）， 
▽3=( 2，1，1，2)， 

^4 = ( _ 1， _ 1，0，1);亨4 = (1，3，1，2). 

7 i = ( l ， l ，0， l )， 

(1，1， _ 1， 一 1)，”2 = (2，1，3，1)， 

(1， 一 1，1， _ 1)，73 = (1，1，0,0)， 

(1，一1， _ 1，1); 74=(0，1， _ 1，一 1) 

28•在尺 3 中给定两组基 


^2 




^3 




9 


(2) q = (1，1，1,1), 


^2 




e 3 




^4 




忘1 = (1，0，1)， 7 i = (1，2, 一 1)， 

(2，1，0)， ^2~ (2 >2> 一 1)， 
(1，1，1).々3=(2, _ 1，一 1) 


^2 




^3 




定义线性变换 


As ,- = ^i (£ = 1，2，3 ) • 

下的矩阵； 


(1) 求 A 在基& 

(2) 求 A 在基 7 i ，72,%下的矩阵. 

29. 证明对角矩阵 


e 2， e 3 


9 




^2 


与 


A , 




n 


相似，其中 


是1，2, …，72 的一个排列 • 

30. 若 A 可逆，证明与 相似. 


衮 1 ，艺 2 ， 
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31. 若4与£相似， C 与 D 相似， 证明: 

B 0 

0 D 


A 0 

0 c 


与 


相似 


32. 设 V 是数域 K 上的 rz 维线性空间, 证明： 

(1) V 内全体线性变换所成的 K 上线性空间 End ( F ) 的维数等 


于打 2 


(2) 对 V 内任一线性变换 A , 存在一个次数 < n 2 的多项式 
/00(系数在尺内），使 / C 4) = o . 

33. 设是数域尺上的两个阶方阵，且£与 d 相似.如果 
/ U ) 是尺上一个多项式，证明 / C 4) 与/(5)相似. 

34. 给定数域尺上的 n 阶方阵 


0 


又。 


0 




证明 J 与， 相似. 

35 .设 4 是数域 Kin 维线性空间 y 内的线性变换.证明下面 
的命题互相 等价： 

(1) 4是可逆变换； 

(2) 对 y 内任意非零向量 a , Aa ^ O ； 

(3) 若 Q ，…，是 F 的一组基，则 Ae 1 9 ••- 9 Ae n 也是 V 的一组 


基 


(4) 如果 F 分解为子空间 M 9 N 的 直和 ： V = ㊉ iV ， 那么有 F 
=A(M)0AW). 

36.设 V , U 是数域尺上的线性空间.从 V 到 t ； 的一个映射/ 
若满足 /( a +/?)=/( a )+/(/3 )(V «,戸€^0，则称/为7到^/的一 

个 半线性映射. 从 V 到 C 7 的所有半线性映射组成的集合记为 

q ( v 9 u ). 对任意 f 9 g eQ ( y,m 4€尺，定义 
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(f + g)M = /(a) +g(a ) 9 = kf(a) (V ^ G V). 

(1) 证明 /+g€Q(w) ， 是 /eQ(y ， t/). 

( 2 ) 证明 Q ( V ， t 7 ) 关于上面定义的加法、数乘运算成为尺上的 


线性空间 


( 3 ) 若是有理数域 Q 上的线性空间（即 K = Q ), 证明 

QW )= Hom ( W ). 

37 . 设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间, AeEnd ( F ). 

( 1 ) 证明： 关于 V 内向量加法及实数与 V 内向量的数乘， V 成 
为实数域 K 上的线性空间，维数为 2 〜记做此时 A 也是上的 
线性变换. 


( 2 ) 设 A 在 V 的一组基下的矩阵为 n 阶复方阵， A 在的 
一组基下的矩阵为 2 w 阶实方阵 A *. 证明 det (^ R >= | det(Ac ) | 2 ,这 
里 | detG 4 c )| 表示复数 detG 4 c ) 的模(或称绝对 值). 


§4 线性变换的特征值与特征向量 


对数域尺上的 w 维线性空间 V 内的一个线性变换 A , 我们希望 
能找到一组基 


7 i ，72, …，7” 


使 A 在这一组基下的矩阵具有最简单的形式.在第二章中我们已经 
知道，对于矩阵运算来说，对角形最为简单.因此，自然 要问： 有没有 
可能找到一组基，使 A 在这组基下的矩阵具有对角形？亦即 




义2 


(A% ，初 2 ，…， A %) = ( 7 i ， 72 ，…， 7 «) 




把上面的关系式具体写出来，就是 

A7i = Ai7i ， 

A.7J2 = 入 2V2 


KVn 


A % = 

经过较深入的研究之后就可以知道，这并不是总能办到的.但上 
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面的分析却给了我们一个重要的启示,即研究一个线性变换很重 
要的是去寻找满足 条件： Ae = xe 的数 a 和非零向量 f 这一点就是 

本节的中心内容. 


1. 特征值与特征向置的定义 


定义 设 y 是数域尺上的一个线性空间， a 是 v 内一个线性变 
换.如果对尺内 一 个数 A ， 存在 V 的 一 个向量^5^0,使 

a$=x $ 9 

则称 A 为 A 的一个特征值，而$称为属于特征值 A 的特征 向量. 

这里要注意 两点： 

1) 特征向量 f 一定要是非零向量； 

2) A 必须属于数域尺，否则数乘 於没有 意义. 

线性变换的特征值与特征向量不但对于数学理论是重要的，而 
且对于自然科学和工程技术领域中的许多课题也是重要的.因此，决 
定一个线性变换的全部特征值和每个特征值所属的全部特征向量, 
就是我们深入讨论线性变换时面临的第一个重要课题. 

对于数域 K 内任一数 A ， 我们定义 

Vx == { a ^ V \ Aa = Aa }. 

容易看出，由于 A 0 = A • 0,故 0€ Va ， 即 Va 非空.如果 
X ，则 Aa = Aa ， A /?= A /?， 故 


ACkoc -|- //?) = kAa IAP = kXa 

=^(ka + //?), 

即 ka + l ^ Vx . 于是 Va 关于加法、数乘封闭，即 h 为 V 的子空间. 
我们有下列两个明显的 事实： 

1) 尺是线性变换4的特征值的充分必要条件是 h 关 {0}. 
此时 h 称为 A 的属于特征值 A 的特征 子空间 . 中任何非零向量 
都是4的属于特征值 A 的特征 向量； 

2) 要找出 A 的属于特征值 A 的全部特征向量，只要决定出特征 
子空间 Va ， 特别地，当 R 是有限维子空间时，只要找出它的一组基, 
就等于找出 h 中的所有向量. 

现在设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， A 是 V 内一个线性变 
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换.我们需要解决下面两个 问题： 

1) 决定尺内所有使关 {0} 的数; i ; 

2) 当 w 关 {0} 时找出它的一组基. 

以上两个问题都需要通过计算来实现.我们知道,在线性空间和 
线性变换的问题中,凡是需要具体计算时，就必须在 v 内取定一组 

求出每个向量在此组基下的 坐标： 


e l， e 2 




• • • 




9 


a=xie l -\-x 2 e 2 + m ^+Xn^n= (^i 


e n )X 


m m m 


9 


9 


再求出线性变换在此组基下的矩阵 


(A€i 9AS2 ，… = (Si f £2 


e n )A 


9 


按命题 3 . 8 W 


Aa = ( e 19 £ 29 9 " f e n )( AX ) 


而 


Aa = (^，広”…， e n )( AX ) 


于是 F 内的定义式如 = Aa 现在等价于 iC 1 内的关系式 = 而 
a 关0等价于 x ^ o . 

现在我们有如下基本 关系： 

1) \^关{0} ㈡ 有0关使扣 ㈡ 有使 AX 二 


XX 


2 ) 0关满足 Aa =； UK =>0 关 叉6尺％满足等式 AX=XX 


现设 


a in 


a U a \2 


a 2” 


a n a 22 


A = 




由 AX ：= AX 推知 XX - AX = 0 9 UfaE - A ) X = 0 . 具体写出来，就是 


— <^\n 


工 1 


— ^11 — “ 12 


A — 


一 a 2n 


x 2 


—a 21 


a Z2 


= 0 


A — 


^nl 


—a n2 


nn 


上式是数域尺内 n 个未知量 〃 个方程的齐次线性方程组，按第三章 
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§3的定理 3. 1，它有非零解的充分必要条件是 


X —— 


d\n 


a ll ~ a l2 


A - 


d2n 


一 “ 21 


a 22 


• • • 


入 E _ A 


= 0 




A — 


a 


— dn \ 


— ^ n 2 


nn 


于是,对上面提出的两个基本问题，答案 如下： 

1 ) Ae 尺为 A 的特征值，即 R 关 {0} 的充分必要条件是它满足 

| XE - A |= 0 ； 

2) 满足 Aa = Aa ， 即 a ^： Vx 的充分必要条件是 a 在 e ! 

…， e » 下的坐标 X 满足齐次线性方程组 ( A £_ Z ) X =0. 

在§ 3 的例 3. 4中已经指出，取定 y 的 一 组基 Q 
中每个向量 a 对应于它在此组基下的坐标 X ,这是 V 到尺”的一个 
同构映射 /. 在这个同构映射下， /( h ) 正好是齐次线性方程组 
aE - A ) X =0 的解空间.只要找出这个齐次线性方程组的一个基础 
解系，也就是找出解空间的一组基，根据命题 3. 2与 3. 3，这组基在/ 

下的反像就是 R 的一组基.至此，本段开头所提出的两个问题已经 
得到完满的解答. 

给定数域尺上的 W 阶方阵(%)，令 


£2 


9 


9 


S 后 ， F 


£ 2 


_ _ • 


9 


9 


9 


又_ a u 


— ^1 


— ^12 


A — 


a 2 ” 


— a 21 


a 22 


• mm 


f ( A ) = XK — A I 




A - 


a 


— dni 


— dnZ 


nn 


从行列式的完全展开式易知 /( A ) 为 A 的多项式，其系数属于数域 
X ， / U ) 称为方阵 A 的特征多 项式. /(；0属于数域尺的根称为方阵 
A 的特征根或特征值.因为数域尺上的方阵都可看做复数域上的方 
阵，在这样看的时候， /( A ) 在复数域内的全部根都认为是 Z 的特征 
根或特征值.所以，说到矩阵4的特征值时，不能忘记究竟是把该矩 
阵看做哪个数域上的方阵.当 A 是 Z 的特征值时，齐次线性方程组 
( AE - A)X = 0 的每个非零解 X 。就称为 A 的属于特征值 A 的特征 
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向置. 注意此时 A 与 X 。属于同一个数域 


特征值与特征向置的计算法 


# 


现在我们把计算线性变换 A 的特征值和特征向量的步骤归纳 


如下 


1) 在 V 中给定一组基 

2) 计算特征多项式 /( A )=| A £ — A |. 

3) 求 /( A ) = 0的属于数域尺的那些根 


求 A 在这组基下的矩阵 A 


e n 


_ _ _ 


9 


义1 ，义2， • • • ，入 


4) 对每个入(£ = 1，2,… , s ) 求齐次线性方程组 

( XiE — A ) X =0 

的一个基础解系.这个齐次线性方程组具体写出来就是 


Xi — CL 


— 这1 


— ^12 
\ — diz 


工1 


11 


n 


~ a 2l 


~^ 2 n 


X 2 


_ _ _ 


= 0 


Aj. — ci 


~^nl 


~^n 2 


X 


n 


注意其中 的人是 在步骤 (3) 中求出的，是已知数，不是未知量. 

5) 以步骤 4) 中求出的基础解系为坐标写出 V 中一个向量组， 
它就是 Va ,. 的一 组基. 

例 4. 1设三维线性空间 V 内一个线性变换 A 在基 si , e 2 , e 3 T 


的矩阵为 


A = 2 1 2 


2 2 


1 


求 A 的全部特征值和对应的特征向量. 

解 本例中 a 的矩阵已给出.下面分两步计算 
G ) 求特征多项式和特征根. 


A -1 


一 2 —2 


/( A ) = \ XE — A 


2 A -1 


-2 






2 A — 1 


——2 
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A — 5 


-2 -2 




( A — 5)1 A —1 


A -5 A-l 


-2 






2 A — 1 


A — 5 


A-l 


1 


-2 




1-2 




2 


= ( A -5) |0 A+l 0 =( A -5)( A +1) 

0 A+l 

/( A ) 的根为 —1( 二重根).因为整数必属于任一数域尺， 
所以 A ， A 2 均为 A 的特征值. 

( ii ) 求每个特征值对应的特征向量. 

当 A x = 5 时，解以 X 1 E - A =5 E - A 为系数矩阵的齐次线性方程 
组.采用矩阵消元法 


0 


— 2 —2 


4 -2 


— 2 


4 


X\E — A 


4 — 2 


4 -2 


-2 


— 2 




-2 


— 2 —2 


4 -2 


4 


1-2 


1 




3-3 


0 


— 1 


2 




2 — 1 


0 -3 




0 1—1 


0 0 0 
工1+工 2 — 2工3 = 0 

工3 = 0 


x 2 — 


移项，得 


x x -\-x 2 = 2 x 


x 2 =x z 


1，得基础解系％ = (1,1，1)，它对应于 A 的特征向量 
ei + s 2 + e 3 , 于是它是特征子空间的一组基，即 


令 


工3 




V X , = Z /(€ i +£2 + e 3) 


当乂2 = 一 1时 


-2 -2 -2 

— 2 —2 —2 

-2 -2 -2 


A 2 £-A 


0 0 0 




0 0 0 
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<F^X\ +X 2 + 工 3 = 0 


移项，得 


Xi = —X 2 — Xz 


取 


1，工3 = 0得 7 l = ( — 1，1，0);取尤2 = 0，尤3 = 1，4辱 ％ = ( — 1，0 

1). 这个基础解系对应于 A 的一个特征向量组： 一 q + e ^— ei+h 
它们构成 V A 2 的一组基，即 


工 2 




V x 2 ~LC — 疙 1 + Q ， 一 ~h ^ 3 ) 


在线性空间 Klx ] n 中取一组基 


2 


n ——1 


Xj —x 


X 


0 — 1 )! 

容易求出形式微商变换 Df ( x)=f Cr ) 在这组基下的矩阵为 


0 10 


0 1 


D= 


0 


0 


( i ) D 的特征多项式为 


A -1 


A 


/(A)= \XE-D\ = 


= A 


n 


-i 


A 


它的特征根仅有一个 Gz 重根），即 a =0 ex . 故 d 仅有一个特征值 

Ai = 0. 


( ii ) *々2 = 0对应的特征向量 


0 


0 


XiE — D = — D = 


-1 


0 


0 


= 0 


x 2 


= 0 


工 3 


x n = 0 
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在这个齐次线性方程组中，仅有^是自由未知量，取^=1,得基础 
解系％=(1,0,…，0)，它对应于 D 的特征向量 

于是'=^(1)，即 D 的属于特征值0的特征向量为任一非零的常 
数.这与数学分析中的结论一致. 

例 4. 3平面上全体向量组成实数域上一个二维线性空间.取 
直角坐标系的坐标向量 q , e 2 作为它的一组基.设线性变换4在此基 
下的矩阵为 


1 


工1 


cos 汐 一 sin 汐 




A = 


sin 汐 


cos 汐 


A 的特征多项式为 


入 一 cos0 sin 汐 

—sin 汐 A—cos 汐 


A 2 — 2Acos 汐 +1 


/(A) = \XE-A 






因的 hbt ， 这个二次方程仅有复数根，即矩阵 z 的特征值都是复数. 
但我们现在考虑的是实数域上的线性空间，故 a 没有特征值，因而 
也没有特征向量. 

从解析几何的知识可知, A 代表的是平面绕坐标原点 O 旋转 0 
角的变换.从几何直观即可看出，当 S ^ kn 时,平面上不存在非零向 
量6,满足 A $= A $ (即 $旋转 0 角后仍落在原向量所在的直线上). 


3. 特征多项式的基本性质 


命题 4. 1相似的矩阵有相同的特征多项式. 

证 设五 =: r _1 A 7\ 则 

| XE - B \=\ XE - T~ l AT | = | T _1 { XE - A ) T \ 

T ~ l \ \ XE - A \\ T \ = \ XE - A \ \ T ~ l T \ 

=|A£ — A I • I £ I = I XE — A I. I 

注意此命题的逆命题一般不成立.即如果 两个； 2阶方阵特征多 
项式相同，它们未必相似. 

因为一个线性变换 A 在不同基下的矩阵是相似的，根据上述命 
题，它们的特征多项式相同.因而,我们把4在任一组基下的矩阵的 
特征多项式称为 A 的特征多项式 .这个命题又从理论上 指明： 在用 
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前面讲的办法计算线性变换的特征值和特征向量时，不会因为所选 
择的基不相同而得到不同的结果. 

命题 4. 2设 A 是数域尺上的《阶方阵，则 

/( A ) = \XE - A \ = A n - TrOOA ”— 1 + …+ ( - 1)”| A |, 

其中 TrG 4) 为 Z 的主对角线元素之和，即为 A 的迹. 

证已知 /( A ) 为 A 的多项式，设 

/( A ) = a 。， + axA ^- 1 + 

显然 a m = f ( 0 )= | —A I = (― 1)" IAI . 故只需证 

% 

- TrG 4). 

对 n 作数学归纳法.当 w = l 时 /( A )= I A—an | = A — a n ， 显然成 
立.下面设对尺上 n -1 阶方阵命题成立.当4=(%)€紙00时, 

我们对 / U ) 求形式微商.一方面 

f ( A ) = a 0 rnA m_1 4- a x irn — l ) A m-z 

另一方面，按第三章命题 2. 9( 行列式微商公式） 

n 

XE - A \ = 

i=i 

其中 （ A 五 一 d ), 表示把 kE - A 的第/行对 A 求形式微商.我们把 
I ( A£—AX | 对第£行展开，再利用归纳假设，有 


+ “ 


• •參 




1, 


m = n f ao 




ai 




+ a 


• •癱 


m 一 1 • 


d 


d 








dA 


A — 


— d \ 


dll — CL\1 


n 


(AE 一 A^i I = 


0 


0 


0 


A - 


a 


— ^nl — Clnl 


- A(;:) I = A”- 1 - Tr(A(::))A”- 2 + 
一 CTr(A) — a f ,)A n_2 + 


=|A£ 


• 参 # 


n —— 1 


一 i 


= A n 


_ • ■ 


代回原式得 

d/(A) 


n 




— (Tr (A) — ““OA” -2 + …] 


— l 




dA 


-(n- l)Tr(A)A w " 2 + 

f (A) = a 0 mX m ^ 1 + 々 （m — 1)A W — 2 + 

根据第一章命题 2. 2 的推论2,我们有 


-i 


= nX n 


mm m 


• mm 




且 


m = n 


一 (n 一 l)Tr(A) = ai(m — 1) 


a^rn = n 


线性变换的特征值与特征向量 311 


于是 


1 ， d\ = — Tr(^4). I 

下面来讨论方阵特征多项式的一个有趣性质.我们知道，两个 
阶方阵乘积一般不可 交换： 但我们可以证明它们的 
特征多项式却是一样的.实际上，借助于分块矩阵运算的技巧，我们 
可以得到更一般的结果. 


CLq 




n 


l§i A 是数域尺上 wXm 矩阵，5是尺上 mX /2 矩阵，则 

X m \XE n - AB\ = X n \kE m - BA\, 

时 | A £— AB | = | A £— BAl . 


例 


# 


特别地，当 


m = n 


我们有 

E m 0 1 YkE m B 1 VXE m 

— A J - A^4 - -0 

两边取行列式，利用第三章命题 2. 8,有 

AE m B I I 

XA XE n 

另一方面，我们又有 

^Em B ir E m 0 

XA A£ n - L — A E 

两边取行列式，得 

A£ m B I XE m — BA B 
XA XE 

比较上、下两式即得所要的公式. 

我们知道，一个《次多项式在复数域内恰有 Z2 个根(其中可能有 
相同的).设 /( A ) 在复数域内的； I 个根是 AdA 2 , …,； u 那么,根据第 
一^章命题 2. 3,有 


Hi 


B 


XE n - AB 


B 


= k m \XE n - AB 


0 AE n — AB 


XE m — BA B 


XE 


0 


=A n I XE m — BA I • 


XE 


0 


又 i + 又 2 + … +An = TrG 4); 

K= \A\. 

即矩阵 A 的全体特征根(重根计算在内）之和等于它的迹 TrG 4), 而 
全体特征根的乘积等于它的行列式 I . 上面阐述的简单性质对讨 
论许多问题都很有用. 


又1 • 义2 


• • • • • 



第四章线性空间与线性变换 


312 


具有对角形矩阵的线性变换 


# 


设 A 是/ 2 维线性空间 V 内的一个线性变换.如果在 F 内存在- • 

%，使 A 在这组基下的矩阵成对角形，我们就说 A 的 


组基 7 i ，72 

矩阵可对角化.现在我们来考查一下，什么样的线性变换其矩阵可对 


• •鲁 


角化 


定理 4 . 1 数域 Kin 维线性空间 V 内一个线性变换 A 的矩 
阵可对角化的充分必要条件是， A 有 n 个线性无关的特征向量. 

证必要性若 A 在基 7i ， 72 ，•••，％下的矩阵成对角形，艮 P 


A ! 


A 


2 


( A71 ，杯，…，杯 ） = ( 7 i ，72 ,…， 7 ”) 




9 






则有 


Arj n = X n r In* 

于是 7 i ，％，…，7» •是 A 的 w 个线性无关特征向量. 

充分性如果 A 有《个线性无关特征向量 7 i ， 72， 

取作 F 的一组基，显然， A 在这组基下的矩阵成对角形. | 

究竟什么样的线性变换才具有《个线性无关的特征向量呢？我 
们首先给出 一 个充分条件. 


A^l = Al 7 l ， A ^2 = 又2々2， 


參## 


%,把它们 


•奉# 


线性变换 A 的属于不同特征值的特征向量线性无 


命题 


关. 


证取 A 的 A 个不同特征值 A ，々,•••， A *， 它们分别对应于特征 
向量芒 1 ，$ 2 ,…，&.对々作数学归纳法. 

当是= 1 时乒 0 ,当然线性无关.设命题在 k ~ l 个不同特征值 
的情况下已经成立，证明々个不同特征值的情况下命题也成立. 

考査向量等式 


+,2彡2 + …+“& = 0. 

两边用 A 作用，利用 A 的线性性质，得 

l \ A$i + Z2A 汔 2 + … ^ rhA^k — 0 


( 1 ) 


因为於=； 1 ^，故有 


+/ 2 ^ 2^2 + …= 0 


(2) 
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以 A 乘 (1) 式再与 (2) 式相减，得 


—义2)芒2 + …以 义1 — ^k)^k = 0. 

^线性无关，故 

。（义广义之卜…二心从一 A 是 ）= 0. 

因为々 个特征值互不相同，由上式即得 

/ 2 = ••* =lk = 0. 

代入 （1) 式，因匕7^0,就有 /i = 0. 这就证明&，&，•••，&是线性无关 


按归纳假设/ 




的 


推论如果 n 维线性空间 F 内的线性变换4有〃个不同的特 
征值，那么它的矩阵可对角化. 

当一个线性变换没有个不同特征值时,它的矩阵也有可能可 
以对角化.现在我们对此作进一步探讨. 

•题 4. 4设 A 是数域尺上 n 维线性空间 V 内的线性变换, A , 
々是 尺内走个不同的数，令 Va .= { a^：v I Aa = A , a } ，则子空间 

I 

I 

的和是直和 • 

* = 1 

证按本章定理 2. 3, 只要证 0 向量表法唯一.设 

0 =々 + a 2 + …+ w ( a , G 

因当 a ^ O 时，它是属于 A 的特征值人的特征向量.上式表 

^中不为0的向量线性相关（因为它们的和为 0), 但它 
们属于 A 的不同特征值，这与命题 4. 3矛盾.故 a x = a 2 = 

即为直和. ■ 

定理 4. 2设 A 是数域尺上 rz 维线性空间 V 的线性变换 ，七, 

是 A 的全部互不相同的特征值.则 A 的矩阵可对角化的充 
分必要条件是 


又 2 


7 K 


• •鲁 


= 0 


=a k 


^2 


V =〜 ㊉ h ㊉ … ㊉ =@ v Xr 

在 A 的矩阵可对角化的情况下,在每个 Fa ,. 中任取一组基，合并后即 
为 F 的一组基，在该组基下 A 的矩阵为对角矩阵. 

证必要性设 


' ㊉ h ㊉…㊉ h Q F 


M 
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如果 A 在基 e^e 

向量，必属于某个特征子空间 Va /从 而属于故对任意 aev ^ 

a = a x t x + + …+ a n e n G M. 

这表明 VGAf , 于是 V = 

充分性设 


下的矩阵成对角形,则每个 e , 均为 A 的特扯 


€ 


71 


v Xi ㊉&㊉…㊉ 〜 

在每个 中取一 组基,合并得 V 的一个向量组( I ).按本章定理 2.3 
的推论，（ I )是 F 的一组基,此组基全由特征向量组成.这表明 A 扑: 
基 （ I )下的矩阵成对角矩阵. ■ 

在 F 中取定一组基 A 


V 




设 


e 2 


e n 


• • • 




y 




9 


(Aq ， Aq ，…， As ”） = (^i ，…， 


对 A 的每个特征值人求解齐次线性方程组 

— A)X = 0 


得一个基础解系 X n ， X i2 


兄 (. ，这里 ti = n — t ( X(E — ^4). 令 

e ”） 足 1 ， 


•參# 


7*i = “i ， e 2 

Vi 2 = (芑1 ，芑2，…，心）足2， 


•参# 


^ n ) X itr 

前面已指出, 7.1 , %即为 Va ,. 的一组基,把它们合并得 V 的一组 
基 （ I )， A 在基( I )下的矩阵为对角矩阵 


Vit { ~ ( £ 1 9^2 


•籲# 


Ax 


^2 


D = 


^2 




tk 
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从 ei , e 2 , …， e „ 到（ I )的过渡矩阵的列向量为（ I )中每个向 量知在 
… ，心下 的坐标，即为兄故只要把所求出的基础解系作为列向量依 
次排列，即得过渡矩阵： 




T 




此时有 T~ l AT = D . 现在 A 的特征多项式 /( A ) = \ XE - D \ = 
( A — Ai )* 1 ( A — A 2 )* 2 …（久一 XkY k . 特征值 的重数 u = dimV a .. 

对数域尺上每个 rz 阶方阵我们总可以把它看做尺上 w 维线 
性空间 V 内一个线性变换 A 在基 q 

可以用定理 4. 2所给出的方法来判断是否有尺上可逆的 rz 阶方阵 
T , 使 T ~ l AT=D 为对角矩阵，在可能的情况下，: T 的具体计算方法 

已如上述. 

很明显，因为 ㊉…㊉ = V 的充分必要条件是 dimy Aj 
+ dimV " a 2 +…+ dimV ^ = dim V ".所以定理 4. 2 的条件是否满足可通 

过计算特征值和特征子空间的一组基立刻得到解决. 

例 4. 5设 A 是数域尺上 n 维线性空间 V 内的线性变换，且 

A 2 = E . 判断 A 的矩阵能否对角化. 

设 A 在 V 的基 


^下的矩阵.于是，我们 


£ 2 


• •癱 


下的矩阵为 A ， 按命题 3. 7有 d 
■ E ，于是五 2 — A 2 = 0 即— ^4) = 0. 按第二章命题 4. 6，有 

v(E + A) + r(E 一 A) — n ^ r (0) = 0. 

对 A = 1，齐次线性方程组 




e 


• •秦 


n 




(A x £ — A)X = CE 一 A)X = 0. 

解空间维数为 n _ r (£— A ) ， 即 dimF 

对七=_ 1,齐次线性方程组 

(A 2 -E 一 A^)X — ( — E 一 A^X 

解空间维数为 n — r (£+ A ) (因 r (— E — A ) = r (£+ A )), 故 

dimVx=n-r(E-\-A). 


n — r (£ — A ). 




x 


0. 




由命题 4. 4 ， +1^ 为直和，故 dimV^+dimV^s(1^110^ + 

Vx XdimV^ = w ，即 （w — r CE — -A)) + (n — r (五 + ^4)Xtz ， 从而 n ^： 
(£+A)+r(£-A )， 于是 r(£+A)+r(£—d)=n. 

综合上面的结果，得 

dim y a , +dimyA 


r 


— r(£ — A) ~\~n — r(£H~j4) —n 




n 
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于是7=~©1^ 2 (这里允许 V Ai = {0} 或 w 2 = {0} ，即々或 a 2 不是特 
征值).按定理 4. 2 M 的矩阵可对角化.如果在内各取一组 
基，合并成 V 的一组基，那么 A 在此组基下的矩阵为如下对角形矩 


阵: 


A = 


- 1 


-1 


如果一个方阵 A 相似于对角矩阵 D 




0 


^2 


T~ l AT = D 




0 


A , 


即 A =： TDT 一\那么 


A m = (TD T ~ l ) (TDT -1 ) ••• (T DT ~ l ) 


一 i 


TD m T 




A r 


A ? 


-i 


_ T 


T 


A ： 


由此可计算 A 的任意次方幂. 

例 4. 6给定数域 K 上的3阶方阵 


0 


A= 1 2 




判断 d 在尺 内是否相似于对角矩阵，并求出 A ' 

把乂看做尺上三维线性空间 v 内的线性变换 a 在基 
e 3 下的矩阵.只要判断 A 的矩阵能否对角化.用上面所述办法来 
处理 . A 的特征多项式 


£ 2 
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A — 2 0 

A — 2 


0 


/( A ) 


= (A — 1 ) (A — 2) 


-1 




0 A 一 1 


—1 


其特征根 A =1, A =2( 重根). 

当 A 1 = l 时，齐次线性方程组 ( AA — A ) X =0 有一基础解系％ = 


(oaa). 


当 A 2 = 2 时，齐次线性方程 ( A 2 £ — A)X = 0 有一基础解系 

▽21 = (0，1，0)，夕22 = (1，0，1). 

以 7 i ，72 i ，722 为列向量排成三阶方阵 

"0 0 1 

T = 1 1 0 


0 


则 


1 0 0 
T^ l AT =020 


0 0 2 


10 0 


2 m 


0 


0 


— 1 


A m = T \0 2 m 0 T 


2 m — 1 2 m — 2 m + 1 


0 0 2 m 

在第一章引言中曾说到数的理论中包含了许多深奥的知识，下 
面是一个重要的例子. 

例 4. 7考査自然数序列其中 
+a„- 2 . 于是这个数列的前几项是 

1,1,2,3,5,8,13, 

这个数列称为斐波那契 ( Fibonacci ) 数列，它有一些奇妙的性质，因 
而有许多重要的应用.现在借助线性代数的知识来求这个数列的通 
项公式. 


m - 1 0 


1•当时, 




a 


CLq = 1 CL\ 


n 


— 1 


应用矩阵乘法，我们有 


a 


a n+l 


a 


n—l 


n 


0 


0 


a 


a 


a 


n — 1 


n-2 


n 
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n 


n 


^1 


0 


^0 


矩阵 


A = 


0 


的特征多项式 f ( A ) = I XE 一 A \ = X 2 — A 一 1，它在 R 内的两个根是 A 

( l + V ^) , A 2 = -^-(l —). 按命题 4. 3 的推论知 A 相似于对 
角矩阵•经实际计算，有 




A , 0 


又1又2 


T~ l AT 


T = 




0 A 


2 


从而 


A 0 

0又 2 


71 


— 1 


A n = T 


T 


a 2 a 2 i a; 0 1 

i i」Lo A;」vy 

】 w+i 】 】 n+i 】 

1 八 1 一 A 2 八 1 A 2 一 八2八 1 

v^L A ； - X n 2 


1 —又2 


A x 


-1 


+ 1 


^1^2 ~ ^2^1 

代回上式计算立得(注意 l — — 


(Af 1 - Af 1 ) 


a 


n 




其中 


(1 + -/5~), A 2 


(1 — V ^~) 


A x 






不变子空间 




研究线性变换的一个重要方法，是把它所作用的空间进行分解. 
在这一段里，我们介绍与此有关的一些基本概念. 

定义设 A 是线性空间 V 内的一个线性变换.如果 M 是 F 的 
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一'个子空间，且对任意 Af ， 有 Af ，则称 M 为 A 的一 '个 不变子 
空间 .这时 A 可以看做 Af 内的一个线性变换，称为 A 在 M 内的 
限制 ，记做 A U 

显然，零子空间 {0} 和 V 本身都是 A 的不变子空间，称它们为 A 
的平凡 不变子空间. 除此之外的不变子空间称为 A 的非平凡 不变子 
空间. 例如，当 A 是 A 的一个特征值时, W 是 A 的一个不变子空间， 
且 Vx 7^{0}. 如果 A 不是数乘变换，则 V x¥=-V ，此时 Va 就是 A 的 一 个 

非平凡不变子空间. 

设 M 是 A 的一个非平凡不变子空间，在 Af 内取一组基 


^1 9^2 


£r 


• • • 


扩充成 V 的一组基 


9 1 


e n 


£i 


按照不变子空间的定义，有 


Asi = a n £i + a 21 e 2 + ••• a r i € r , 

Ae 2 =ai 2 ei +a 22 e 2 + ••• +a r2 e 


Ae r =a i r £i+ a 2 r e 2 + … + 

Ae r+ i =ai r +\£\ +a 2 r +ie 2 + ••• +a r r +ie r 

+ 〜+1 r-hl£r+r ## r+l^n 9 


Ae n =ai n £i +a 2 „e2 + … +a m e r 

+ ^r-|-l n^r+1 I • • • + ^rm^n 


下的矩阵有如下分块形式 


故 A 在基 ei , e 2 


e 


• •籲 


n 




a n a u 


A 


^12 


a 2l a 22 


^ 2 r 


11 


A 


A = 


n — 


0 A 


22 


f ^ r \ a r 2 


这就把线性变换 A 的矩阵简化了.这对我们研究线性变换是有利 


的. 


当我们能找到 A 的另一个不变子空间 NM 
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V=M®N 

^为 iV 的一组基，则4在^ 


e n 这组基下的 


时，只要取 心+1 


^2 


• • • 


9 




矩阵就成准对角形 


A 


0 


11 


0 ^22 


事实上，我们有更一般的 结果： 

命题 4. 5设 A 是数域尺上 n 维线性空间 V 内的一个线性变 

使 A 在这组基下的矩阵成准对 


换.在 V 内存在一组基^ 

角形的充分必要条件是， V 可以分解为4的不变子空间 M lf M 2 
M s 的直和 


e 2 


e n 


• • • 




y 


y 


9 


s 


® M s = 

e n 下成下面准对角形 


V = 竓 ㊉ M 2 ㊉ 
证必要性若 A 在基 q 


• • • 


^2 


• • • 


9 


9 


y 


A 


0 


^2 


A = 


0 


A 


s 


把这组基相应分成 s 段 


£ 11， e 12 


e ln x 9^21 ， e 22 


^sl 9 ^s2 


， ’ 


£ 2” 2 , 


• • • 


• • _ 


• • • 


9 


9 


y 


9 


9 




5 


其中 w,G = l ，2,…， s ) 为 A 的阶，这时应有 

(Asn 9 Ae i2 ，… jAe irti ) = (e n y e i2 


) 凡 • 

e , n .) ， 则 M 为 A 的不变子空间，且 


_ _ ■ 




9 


令 Mi = Lien ,e i2 


• • • 


9 


y 


s 


dimMi=ni9 ^M f 


= 


而 


5 


5 


5 


dim 

1=1 

根据 § 2 定理 2. 3,有 


n= y^ 4 n i = dimM t 


dimV 






V = M ㊉ 抓 ㊉…㊉ M 


充分性设 


7=#:㊉ 从 ㊉…㊉ M 
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其中为4的《,维不变子空间.在每个内取一组基,合并成 V 

的一个向量组（ I )，由§2定理 2. 3的推论知（ I )是 F 的一组基，且 A 
在此组基下矩阵为准对角形，主对角线上由 s 个小块矩阵4，次, 

A 组成， A 为 A | m ,. 在 M 内取定基下的矩阵. ■ 

命题 4. 6设 A 是数域 Kin 维线性空间 V 内的一个线性变 
换.如果 A 的矩阵可对角化，则对4的任意不变子空间 M , A | m 的矩 
阵也可对角化. 

证设 A 的全部互不相同特征值为 A , A 2 ，…，由定理 4. 2知 


9 


现在 


h ㊉&㊉…㊉ 

令 iV ,= AfnV a,.G = 1 ，2,…，是).我们来证明 

M = N ' @ N 2 ㊉…㊉ W 


V 




k ， 


k 


( i ) 证明和为直和.只要证零向量表法唯一.设 


0 = q + a 2 + …+ a k 


现在叫由于为直和，故必的=0 .于是为 直和. 


k 


k 


( ii ) 证明 2从=从 显然乏反之，设 a 为 M 内任意向 

«=i i=i 

量， 则因斤 F ， 有 


=+ …+ 々 ( a { G V x .) 

Aa = + 又 2«2 + ••• + ^kf 


a 


A k ~ l a = A 广 1 七 + X k ~ l a 2 H - h Aj - 1 






a 


^1 又 2 




Aa 


m m m 




Aj 


A 


— l 


-l 


一 l 


一 l 




• • • 


上式右端々阶方阵的行列式为范德蒙德行列式， A ， a 2 ， …，々 互不相 
同，故该行列式不为0,即此々阶方阵可逆，设其逆矩阵为 re 
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幻，则 




Aa 


a 2 


= T 




M 为 A 的不变子空间，故 a ， Aa , …,- 1 于是 由上式得出 a t 

k k 

由此推知 M ^^ N i 9 U 9 M = ^ Ni . 




eM , 亦即 a i ev x . r \ M=N 


综合上述两方面的结果知 


M M ㊉ iV 2 ㊉…㊉ 爪 . 

在每个中取一组基，因此组基全由 a 的特征向量组成, 
它们合并成 M 的一组基，在此组基下 A u 的矩阵即为对角形. ■ 


商空间中的诱导变换 


在§ 2中我们介绍了研究线性空间(更一般地是一个代数系统) 
的两种基本 方法： 空间分解为子空间的方法和商空间的方法.上一 
段我们利用空间分解来研究线性变换,本段将利用商空间来研究线 
性变换. 


设 F 是数域尺上的线性空间， A 是 F 内一个线性变换.现设 M 
是 A 的一个不变子空间.我们在商空间 V / M 定义一个变换 如下： 

A(or + A/) = Aa + M. 


(上式可写成 Aa = Aa ). 

首先要指出这一定义在逻辑上无矛盾.设有我 
们需要证明 A ( P + M ) = AP + M = /4 a + M = A ( a + M ). 现在 #= a + 

€ M ， 因 M 为 A 的不变子空间，故 Ap = Aa-\-Am 推出： A^-\-M 
= Aa -\- M . 这就是我们需要的结论. 

考査§3例 3.5 中定义的自然映射朽 V — V / Af ， 其中 〆 《)= 
a + M = a , 把这记号用到上面的定义式，得 

ACot + = A ^ a ) = Aa + A / = ( p (^ Aa ). 

这表明 P 和上面定义的 V / M 内变换 A 可交换. 

现在来证 A 是 V / M 内线性变换.我们有 


m \ 


4 线性变换的特征值与特征向量 


323 


A(k a + Z 夕） = A(ka + //?) = A<p(^ka + 1/3) 

= (pAika + 1/3^ = <p{kAa + IA/3) 

= k<p(Aa) + = kA<p(a) + lA<p ⑻ 

=々 AS + lAp . 

上面定义的 V / M 内的线性变换 A 称为 V 内线性变换 A 在商空间 
V / M 内 的诱导变换. 我们用同一个记号4代表 V 内线性变换4及 
商空间 V / M 内的诱导变换 A , 其具体含意从上下文中立即看出，不 
致混淆(如果 A 作用在 V 的向量《上，它代表的是 F 内的线性变换, 
如果它作用在5=«+似上，则代表的是 V / M 内的诱导变换).其所 
以如此，主要是为了今后不致使用太多的符号而使读者产生困惑. 

现在设 dimV " = /2•在 M 内取一组基 £i 


扩充为 V 的一 
在上一段开头部分已指出（这里继续使用 


e 2 


e r 


• •春 


9 


组基 q 

该处记号，不再重复) A 在此组基下的矩阵为如下分块形式 


9 ^ r +1 


e n 


A 


^12 


11 


A = 


0 An 


^r+l r+1 A+l r +2 


a r +\ 


a r+2r+l a r + 2r +2 


a r +2 


其中 


^22 = 


a nr+l 


a n r+2 


a 


nn 


在命题 2. 5 的证明中已指出 e r 
显见有(注意 h 


I 为 V / M 的一组基，现在 


+ 1， 


£r=0) 


C2 — 




• • • = 


^■^r+i 0,\ r+i^l I ••• \ r+t^r I ^r-\-\ r+t^r+1 I • • • I 0, n r -\-i£ n 


故 


A^r+l a r +i r+l^r+l I ^r+2 r+l^r+2 十 ••• I r+l^n 

-^•^r+2 “r+1 r+2^*+l I ^r+2 r+2^r+2 I ••• I r-\-2^n 


Ae n = a r+1 


+ ^ r +2 n € r+2 + ### + ^ nn £ 


€ 


r+1 


于是诱导变换 A 在 V / M 的基 i r+1 ， ••• 下的矩阵为 


(i^£ r +i j AB r 


A e n) = (®r+l ， l+2 


C n )^22* 


+2 ， 


因为 
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XE- A 


—^12 


11 


XE 一 A I = 


AE — A 2 2 

= AE _ | | 又 E — A-21 ， 


0 


上面的关系式给出 y 内线性变换 A 及 A | m 和商空间 y / ilf 内诱导变 
换 A 的特征多项式之间的关系，同时也就给出了它们的特征值之间 
的关系.我们把这关系严格阐述如下. 

命题 4. 7设 A 是数域尺上《维线性空间 V 内的线性变换， A / 
是 A 的不变子空间.若4在 F 内特征多项式为 /( A),A | M 特征多项 
式为 gU )， A 在 V / M 的诱导变换特征多项式为 MA ) ，则 

/( A ) = g ( X ) h ( X ). 

命题 4. 8设 V 是数域尺上的《维线性空间， A 是 V 内的线性 
变换.如果 A 的特征多项式的根都属于尺，则在 V 内存在一组基，在 
该组基下4的矩阵为上三角矩阵. 

证对《作数学归纳法 . 《 = 1 时命题显然成立.设对 n — \ 维线 
性空间命题成立.当 dimVzw 时，由假设知 A 必有一特征值 A 。， 设 

，其中^#0.令 MtLCq ) ，则 M 为 A 的一维不变子空间， 
于是 V / M 为 K 上 n -1 维线性空间.根据命题 4. 7， A 在 V / M 内的 
诱导变换 A 的特征多项式的根都是 V 内线性变换 A 的特征多项式 
的根，从而都属于 尺 ，按归纳假设 ，在 V / M 内存在一组基 

€” = e ” + Af . 


£ 2 = e 2 M 9 s 3 = M f 


_ • _ 


9 


使 a 在此组基下矩阵成上三角形，即 


Ae , = a 2 i ^2 “3卢 3 + …+ a u e i = 2,3,…，打）. 


心为 F 的一组基.这只要证它们线性无关即 


( i ) 先证 £i 


e 2 


• • • 


可•设 


+ 々2 C 2 + …+ ^ n £ n = 0. 

两边用自然映射9作用（注意 ?>( e 1 )=ei = 0) : 

9(々1広1 +々2 £ 2 +…+々” e n ) 

々 l9( e i) + 々 2 炉 ( £ 2) + …+ ^n^( C n) 

々 2 云 2 + …+ = 0. 

因 S ，•••，&为 y / Af 的 一 组基，故 々2=^"=々 n = 0. 代回原式，因 
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0,推得 ^1 = 0* 

( ii ) 再证在基 €i 
实： SM = L ( ei ) ，而 


^下 A 的矩阵成上三角形.注意如下事 


£ 2 


9 


9 


A a = + M) = Aa + M = /? + M ， 

于是 Aa = j 3-\- ke l = kei -\- j 3( k ^： K ). 现在 

A e f = a 2^2 + a 3i e 3 + … + a t( £ t 


a 2i e 2 H - a 3i £ 3 + 


+ ^ a £ i 


m m m 


根据上面的一般关系式，我们有 


Ae,‘= + a 2 i^2 a 3l e 3 + ••• + a ft e t (i 

A€i = Aq€i. 


n) 


2,3 




于是 A 在基 ^ 


下的矩阵为如下上三角形 

义0々2々3 


^2 


€ 


■ ■ • 


n 


k 


m m m 


m m m 


o 


^22 ^23 


^ 2 n 


0 0 


a 33 


a Zn 


■ _ ■ 


• • • 


A = 


0 0 0 


0 0 0 

命题 4. 8 是应用商空间来处理线性变换的一个良好范例，读者 
应当细心体会 • 


0 


a 


nn 


习 


1. 设4是数域 K 上线性空间 F 内的线性变换，若 Aa = A (^， 又 
设 /( A ) = a 0 A w + a 1 A m - 1 +…+‘为尺上一多 项式.证明： 

/(A)a=/(A 0 )a. 

2. 设是线性空间 V 内的两个线性变换，且 AB = BA . 证明: 

若 Aa = A 0 a,M V A 。，这里 K 。 为 A 的特征值 A 。 的特征子空间. 

3. 设4是 n 维线性空间 F 内的一个线性变换，在基 Q 
下的矩阵为 


e n 


^2 


• • • 


0 


0 


A = 


0 
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U3J 


证明： A 只有唯 一 的特征值々 = 0,且 

4. 设 A 是 n 维线性空间 F 内的一个线性变换.如果在 F 内存 


在一组基 


9 1 


eif 


Cn 


• • • 


使 A 在这组基下的矩阵为如下准对角形 

J 1 0 

0 J 

阶方阵，且 


A = 


其中分别为 r 阶与 


n — r 


0 


0 


0 


0 


J 1 = 


Jz = 


0 


0 


证明： A 只有 一 个特征值义。= 0,且 FA ^ ZXe ^ er + i ). 

5. 设 A 是复数域上线性空间 y 内的一个线性变换，且它在某 
一组基 { e ,} 下的矩阵为 A , 求 A 的全部特征值和每个特征值人所属 
特征子空间的一组基， 其中： 


4 


0 


a 


(1) A = 


(2) A = 


0 


— a 


0 0 1 
(4) A = 0 10 

-10 0 


(3) A = 


0 




2 




0 


0 


(5) A = -2 0 3 

-—1 —3 


(6) A = —4 —1 


0 


9 


0 


4 




一 1 


1 -1 


(7) A = 


1 


1-1 




1 一 1 

此题中哪些变换的矩阵可对角化?在可对角化的情况下，写出基 
变换的过渡矩阵7%并验算 T ~ l AT 为对角形. 
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6 . 给定数域 K 上3阶方阵 


2 


0 




B = 


A = 


2 


2 


5 - 4 


x 


— 2 — 4 


- 2 


0 




2 0 0 

C = 0 2 0 

,0 0 


y 


(1) 求尺上3阶可逆方阵: T , 使 T ~ l AT = D 为对角矩阵 

(2) 如已知 B 与 （:特 征多项式相同，求 


的值.判断 B 与 C 


xjy 


是否相似. 

7. 设 A 是线性空间 y 内的一个线性变换,存在一正整数々, 
使 A * = 0. 证明： A 只有唯一的特征值 A 0 = 0. 

8 . 设 A 2 , A 2 是线性变换 A 的两个不同特征值，匕，6是分别属于 
Ai , A 2 的特征向量. 证明： ^1+^2不是 A 的特征向量. 

9. 证明： 如果线性空间 V 的线性变换 A 以 V 的每个非零向量 
作为特征向量，则 A 是数乘变换. 

10 . 设 A 是线性空间 F 内的可逆线性变换. 

(1) 证明： A 的特征值都不 为零； 

(2) 证明： 若 A 是 A 的一个特征值，则 1 /A 是 / T 1 的一个特征 


值 


11 . 给定复数域上的〃阶循环矩阵 


^1 ^2 ^3 


a 


a 




a 


n — 1 


A = 


a 


a 


a 




n-2 


n — 1 


^2 ^3 ^4 


a 


证明存在复数域上〃阶可逆矩阵: T ， 使对任意上述循环矩阵 A ， 
T - 1 AT 都是对角矩阵. 

12 . 复数域上维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 

下的矩阵为 


£ 


£l 9^2 


• • • 


n 
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0 - 1 


0 


0 


0 


0 - 1 


0 


0 - 1 


0 


A = 


0 


-1 


0 


0 


0 


求 A 的全部特征值，并判断 A 的矩阵能否对角化. 

13.设 V 是数域尺上的维线性空间 . 是 F 内两个 

线性变换，在 V 的基 q 
矩阵） • 


e , 下的矩阵分别是04的伴随 


^2 


• • • 


(1) 证明 AB = BA ； 

(2) 设零是 A 的特征值，求下面子空间 

M = {a ^ V I Bet = 0} 


的维数和一组基. 

14.设 A 是数域 Kin 维线性空间 V 内的一个线性变换.证明 
A 的矩阵可对角化的充分必要条件是存在 K 内互不相同的数;^，七， 

…，七，使 


五一 A )( A 2 E - A )^( X k E - A ) 

15. 设 A 是线性空间 F 内的一个线性变换，是 A 的两个 
不变子空间. 证明： M + AT 与 MC \ N 都是 A 的不变子空间. 

16. 设 A 是数 域尺上 《维线性空间 V 内的一个线性变换，在 V 
的一组基下其矩阵为 




争 


义0 1 


A 0 


证明.•当 n > l 时，对 A 的任一非平凡不变子空间 M ， 都不存在 A 的 
不变子空间 iV ， 使 


V = M ㊉ 从 

17•设 F 是实数域上的二维线性空间.线性变换4在基 £ l ， e 2 下 


的矩阵为 


cos0 —sin 汐 


(dy^kiz) 


A = 


9 


sin 汐 


cosd 
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证明 A 没有非平凡不变子空间. 

18. 设 V 是数域尺上的二维线性空间， F 为 V 内在基 ei ， e 2 T 


有矩阵 


0 


ueio 


l—a 0 

的线性变换所成的集合，证明 F 中的线性变换没有公共非平凡不变 
子空间. 


19. 设 V 是实数域上的一个 w 维线性空间，4是 V 内的一个线 

性变换.证明 A 必有一个一维或二维的不变子空间. 

20. 设是;*维线性空间 F 内两个线性变换，且 AB = BA. 

A 是 A 的一个特征值， R 是属于特征值 A 的特征子空间.证明 R 是 
B 的不变子空间. 

21. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间， A ， 忍是 V 内两个线性变 

换，且 = 如果 AyB 的矩阵都可对角化，证明 V 内存在一组 

基，使在该组基下的矩阵同时成对角形. 

22. 设 A 是数域尺上《维线性空间 F 内的线性变换.如果 A 的 

矩阵可对角化，证明对4的任意不变子空间必存在4的不变子 
空间 W ， 使 F =_ W . 

23. 设 A 是复数域上 n 维线性空间 V 内的线性变换.如果对 A 
的任意不变子空间从，都存在 A 的不变子空间 iV ， 使 V = M@N. 证 
明 A 的矩阵可对角化. 

24. 设 A 是数域尺上; * 维线性空间 F 内的线性变换 

0. 证明存在正整数幻使得 〜 Aa ， A 2 a , … ， A 4 _ k 线性无关，而 


A k a = a 0 a + a x Aa + ••• 4- a k -\A k 


-1 


A k ~ l a) ，证明 ilf 是 A 的不变子空间，并进一步 


如令 M=L(a y Aa 

证明 AU 的特征多项式为 


/(A) = X k — a k ^X 

25. 证明 Hamilton-Cayley 定理： 如果数域 K 上 w 维线性空间 

V 内线性变换 A 的特征多项式为 / U ) ，则 /(A) =0. 

26. 设 A 是数域 K 上的《维线性空间 V 内的一个线性变换.如 
果存在 V 内非零向量 a ， 使4«=0,令 M=L(a). 如果 A 在 V / M 内 

的诱导变换可逆，且其矩阵(在 V / M 内)可对角化.证明 A 在 F 内其 


€L\X, CLq* 


—❼一 2 义 
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矩阵也可对角化. 

27. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, A 是 F 内的一个线性变 
换， A 。 是4的一个特征值.如果 A 。 是4的特征多项式 /( A ) 的 e 重根， 

证明 

28. 给定数域 K 上的 n 阶方阵 


^1 


0 


^2 


A = 


0 


a 


n —1 


a 


判断 A 何时在 K 内相似于对角矩阵. 

29. 设 A 是数域尺上的 n 阶方阵.试用 A 的各种子式表示出 A 
的特征多项式 /( A ) =| AE - A \ 的所有系数. 

30. 给定数域尺上 m 阶方阵凡(£ = 1，2广.，2幻，令 


A 


0 


A 2 


M = 


o 


^ 2 k 


证明 Af 在 K 内相似于对角矩阵的充分必要条件是下列方阵 

0 A 


Mi = 


k ) 


0 . = 1，2 


• ♦參 


J 


9 


A 


0 


2A-i-hl 


在尺 内相似于对角矩阵. 

31. 给定前 w 个自然数 l ，2 r”，w 的一个排列在复数域 
上线性空间 M n ( C ) 内定义一个线性变换 P 如下： 


a u x a lt 2 

a 2t\ a 2i z 




• • • 


a n a i 2 




^2 


• • • 


^21 ^22 


a 2” 


P 


^nl a n2 


a 




a 


a 


(1) 找出 P 的 n 个线性无关特征向量 
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(2) 若七是/>的一个特征值，证明存在正整数 I 使 A $ = l ; 

(3) 若上述排列取为 234- nl , 证明 P 的矩阵可对角化. 


本章小结 


线性代数的核心内容是研究线性空间和它们之间的线性映射, 
特别是线性空间自身的线性变换的理论.线性空间是一种最初等、最 
简单的代数系统,但在它的基本理论中充分体现了代数学的基本思 
想与基本方法.下面几个方面是读者应当充分注意的. 

1) 线性空间的运算（加法、数乘)是以抽象形式出现的，线性空 
间的全部理论则以这些运算满足的八条(实际上只要七条)公理为立 
足点.它用这概括了相当广泛的一类客观事物的共性，因而又具有广 
泛的应用领域.这一特点是代数学各分支共有的.因此，通过熟悉线 
性空间及线性映射(变换)的理论，就为今后进一步学习代数学的更 
深理论打下了基础. 

■ 

2) 研究线性空间的基本方法有两种，一是进行空间分解，研究 
各种子空间，二是从总体上提升一步研究商空间.而这是研究各种代 
数系统共通的方法,熟悉这些方法，也就了解代数学中处理问题独有 
的 一 套方法. 

3) 抽象与具体紧密结合，先从线性方程组入手形成向量空间和 
矩阵，再舍弃其具体的躯壳形成抽象线性空间和线性变换的一般理 
论，这使我们站在更高的理论层次上，对问题看的更深，更透，而且更 
加直观.所以，当我们从理论上处理问题(包括处理线性方程组，向量 
空间，矩阵的许多理论问题），以从线性空间和线性变换的观点来处 
理较为合适.而当我们需要做具体计算时，又要把抽象问题再具体 
化，例如在线性空间内取定一组基，把向量转化成坐标(为 K 上向量 
空间的具体向量），把线性映射转化成矩阵.从具体到抽象 ，又 从抽象 
回复到具体，不断循环往复，这是读者应当学会的一种基本方法.它 
也是代数学各领域普遍适用的方法. 

4) 线性空间作为最简单的代数系统，它又有其他代数系统一般 
不具备的特殊性质.那就是它有线性相关与线性无关的概念，由它产 
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生了基和维数这一核心概念.它使我们有可能把对线性空间中无限 
多个向量的研究归结成对有限多个向量(一组基）的研究.把线性映 
射(变换)归结为一组基处的作用，从而与矩阵建立起紧密的联系.从 
中再引导出基变换关系及矩阵的相似关系，后者又产生出特征值、特 
征向量这一重要理论. 

本章仅对线性空间及线性映射作了初步讨论，后面的章节，将把 
研讨深入一步. 


第五章双线性函数与二次型 


上一章我们已经学习了线性空间的基础知识.为了把我们的研 
讨深入下去，停留在上一章的知识上是远远不够的.我们关于线性空 
间的理论还需要做进一步的发展.究竟应当怎样发展线性空间的理 
论呢？这应当从分析现实的感性认识入手，从中得到启示.我们熟悉 
的三维几何空间，是线性空间的一个重要例子.如果分析一下三维几 
何空间，我们就会发现它还具有一般线性空间不具备的重要 性质: 
三维几何空间中向量有长度和夹角，这称为三维几何空间的度量性 
质.这种性质现在一般线性空间还没有.一个自然的问 题是： 能不能 
在一般线性空间中也来引进度量性质呢?如果能，又应当怎样来引进 
这样的性质呢?这又要从分析三维几何空间的度量性质来得到启示. 
我们知道三维几何空间向量的长度和夹角可由向量的点乘•办来 
决定，向量点乘是定义在三维几何空间中的两个变元（以向量为变 
元）的函数.而且如第三章§1中指出的，点乘具有对 称性 ： a - b = 
b ^ a 及双线性，即当固定一个变元时，对另一个变元具有“线性”的 
性质.例如固定 h 则 


= kitti • ft + k 2 a 2 # b 


(々1^1 + 々2®2) 


如固定 a , 对第二变元 ft 也有相似的性质.这些分析告诉我们，应当 
在数域 K 上的线性空间中来研究类似的二元函数，在研究清楚这类 


关概念了.这就是本章的中心内容. 


§1双线性函数 


我们的研究，首先就从上面的简单分析入手，来研究定义在数域 
K 上线性空间中的一类特殊二元函数. 
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1. 线性与双线性函数 


定义设 F 是数域尺上的线性空间.如果对 f 中任一向量 a 
都按某个给定的法则/对应于尺内一个唯一确定的数，记做 /(«) 
而且满足如下条件： 

(i) /(a+y9)=/(a)+/W (V a^eV)i 

(ii) f(ka)=kf(a) (V aeV.k^K) 

则称 / 为 V 内一个线性函数. 

如果把 K 看做它自身上的线性空间（加法，数乘都是尺内数的 

加法和乘法），则/ 就是 K 上线性空间 y 到尺上线性空间 K 的一个 

线性映射，即 / eHom ( V f K ). 因此，第四章关于线性映射的基本知 

识对 F 上的线性函数也适用.特别是它具有下面三条基本 性质： 

1) /(0) = 0； 

2) f(-a) = -f(a) 

3) /+ 是 2 a 2 + …+ k s a s ) =^i/(«i) ~\~k 2 f (a 2 ) + … ~\~k s f (a,). 

V 上线性函数在本教程的最后一章将从更一般的角度来做深入 
的讨论，这里仅介绍它的定义及最基本的性质.下面我们以线性函数 
的概念为基础，来引进本章的核心概念. 

定义设 V 是数域尺上的线性空间.如果 V 中任意一对有序 
向量 o , p ) 都按照某一法则/对应于尺内唯一确定的一个数，记做 

/(a ，/?) ，且 

( i ) 对任意 U 2 e 尺, a " a 2 ，卢 eV , 有 

戸 ) =(/( 〜 ， /9)+ 々 2 /0 2 ，卢）； 

( ii ) 对任意 尺,有 

/( a ,/ 1 ft +/ 2 /? 2 )=/ 1 /( a ,^ 1 )+/ 2 /( a , ft ), 

则称/0,的是 V 上的一个双线性函数. 

根据这个定义 可知： 如令保持不动，则 /(«,/?) 是《的线性函 
数；同样，如令《保持不动，则 fda ， 陳轉 的线性函数.这就是称它 
为双线性函数的原因.双线性函数可以看做是以 V 内向量为自变量 
的二元线性函数. 

现设 V 是 n 维线性空间.在 F 内取定一组基 




f 




e l 9 ^2 


•擧 • 
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又设 


a = 工 ! + «r 2 e 2 + • • • + 工 ”£„ 

/? = 3 , 1 £ 1+3 ； 2£2"1- h ^ n£n 


那么，按定义，有 


fX a ， = f\ > : y ^ i yj £ j 


2^/ e :，2柄 


= S2 x ^/( e ^ e i )- 

I = 1 J = 1 

由此可见, / o , A ) 由它在一组基处的函数值唯一确定.显然，现在有 
类似于线性变换的两条结论. 

命题 1.1 设 F 是数域尺上的 n 维线性空间.在 F 内取定一组 

e „ .则有 

( i ) V 上一个双线性函数 /(«,/?) 由它在此组基处的函数值 
/( £ ,,9)(~ = 1,2,-,«)唯一确定.换句话说,如果有一个双线性函 

数发 0，/3) 满足 ，则 g ( a 9 ^)= f ( a ,^}. 

( ii ) 任给数域尺上一个 n 阶方阵 


基 £1 


e 2 


•攀 • 


a ll a l2 




^21 ^22 


a 2n 




A = 


a n 2 


a 


必存在 V 上唯一的一个双线性函数 /(«，/?)， 使 

/( e I , e J )= a t 7 G ， >=1 ，2,… ， n \ 

证 （ i ) 已在前面证明.现证结论 ( ii ). 在 F 内定义二元函数如 


下：若 




a =工 1 C 1 + 工 2 e 2 + …+ = (^1^2 

^ — yi^l + > 2 e 2 + …+ y n ^n 


( e i ， e 2 ，… ，£ n)y 




9 


则令 


/(a,/?) = 2 2 a 0 ^> = 


若 


S n )Xi + 々2( £ 1 ， e 2 ，…， £ n)X 


々 I a i + 是 2 a 2 = 々1( £ 1， £ 2 
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eJik.X, + k 2 X 2 ) 


= ( e l ， e 2 


• • • 


则 


Ak.a, + k 2 a 2J /3) = (k.X, + k 2 X 2 YAY 

k x X[AY + k 2 X f 2 AY 
= 々 1 / 0 ”/?) + 々 2 / o 2 ，夕） • 




类似地，有 


+ I2P2 、 = hficc^O + / 2 /(a，/? 2 ) 

故 /(〜 幻为 F 内双线性函数.又因 




0 


0 


0 


0 


e n ) 1 u 


= (£i ^2 


( £ l ， e 2 ，… ， e ”） 1 


e 




% 




• • • 


9 


0 


0 


0 


0 


代入 / o ， p ) 的定义式，立知 




我们称 


/(尽1，‘) 

/(>2,0 


/(£ i ，£ i ) / Oi ， e 2 ) 

/( e 2 , e i ) /(£ 2 彳2) 


• _ • 


• ■參 


A = 


( e w ,£ i ) /( e ”， e 2 ) 


下的 矩阵. 这样， V 上每个双 


• • • 


为双线性函数 / U ，#) 在基 ei 
线性函数对应于数域 K 上的一个;2阶方阵.根据命题 1. 1中 ( i ) 与 


£ 


£ 2 




n 


( ii ) ，这个对应是 F 上全体双线性函数所成的集合和 Af / iO 之间的 
~^个~ k ~^对应* 

设 /( e ,,£ y ) 

( a 0 ). 利用矩阵乘法，双线性函数 /(〜/?) 可表作 


于是 / Xa ，/?) 在基 


e w 下的矩阵 A = 


£ 2 




a 


• _ • 


tj ， 


n 


n 


n 


n 


f( a ， = = 


a ij X iyj 
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: Vi 


yi 


=ixi x 2 


Xn)A 


• • • 


如令 


工 1 


y \ 


X 2 


yi 


X = 


Y = 


x 


则 


f ( a ^)= X f AY . 

反过来，如果一个双线性函数被表示成上述矩阵乘积的形式，那 
么，只要计算一下 /(£: ,£,) 就可以知道 A 就是 /(«,/?) 在基 £l 
下的矩阵. 

推论 设是数域尺上的两个《阶方阵.如果对尺上任意 
X 1 矩阵 ,都有 X' By ，则有 A = B . 

证 按命题 1.1 中 ( ii ) 的证明 可知： 有 V 内双线性函数 /(«,/?) 

X'Ay 及 g(a^)=X f BY. 现在 /OW) 三发 OM ) ，而分别为 

/，发在基 Q 


£ 2 


• • • 


9 


9 


9 


£ 


n 


n 




£ n 下的矩阵，故 A = B . 


£ 2 


• • • 


9 


9 


f 


双线性函数在不同基下的矩阵 




我们已经知道 ，一 个线性变换在两组基下的矩阵是相似的.我们 
现在来 指出： 一个双线性函数在两组基下的矩阵也有与此相类似的 


关系 


设 /(〜/?) 为 y 内一个双线性函数.在 y 内取定两组基 


e l 9 £ 2 


; 


• • • 


9 


9 


7i，72 


Vn 


• • • 


9 


9 


设 


f (£«，£>) = a { j j f (7, ， 7)) =6 0 (f，y = 1 ， 2 ，…，; O• 

记 A = ( a 0 )，5=( 知），则 A 9 B 分别是 /( a ，/?) 在这两组基下的矩阵. 


令 
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OX 


…+< 2 ^= (q ， e 2 

/^ = 3 ； l e iH - 3 ^ 2 + …+ 3 ； n £ n = ( £ 1 > 

a = ^\ r j \ H ~" 工 2々2 + … + 工 ”7« = (7 l ，々2 


• • • 


e n )Y 


• • • 


yVn)X 

+A72 + … +3^7” = (7l ，々2,… ， Vn)Y* 

又设两组基之间的过渡矩阵为： r 


• • • 


(7 l ，々2，… ，7”） = ( e l ， e 2 


£ n)T 


m m m 


于是有坐标变换公式 


X = TX ； Y = TY . 

将上面的式子代入/(«，#)的矩阵表达式中，有 

/(«，夕) = X f AY = ( TXyAOY ) 

X f ( T f AT ) Y = X f BY . 




根据命题 1.1 的推论，有 


B = T f AT . 

这就是同一个双线性函数 /O, 在两组不同的基下的矩阵之间的 


关系 


定义 给定数域 A： 上两个 n 阶方阵 A t B . 如果存在尺上一个 
可逆的 n 阶方阵 T , 使 5= r ' AT , 则称5与 A 在 K 内合同. 

命题 1.2 数域 K 上两个 n 阶方阵4,5合同的充分必要条件 
是它们是尺上 n 维线性空间 y 内一个双线性函数 /(«#) 在两组基 
下的矩阵. 


证 充分性已在上面阐明.现证必要性.设 B = T ' AT , | T |^0 
A 可看做 Kin 维线性空间 F 内的双线性函数/(«,/3)在基^ 

匕下的矩阵，令 

H ， …， ％下的矩阵为 TAT = B . | 

方阵间的合同关系是矩阵之间的又一重要关系.它与矩阵的相 
似关系不同，但形式上类似.显然，矩阵之间的合同关系也具有如下 
几条基本性质 

1) 反 身性： A^^AEi 

2) 对 称性： 若 5=： TA ： r ， 则 AsCT-iVBT 

3) 传 递性： 若4=穴57\, 5=7^07^,则 


e 2 


9 


9 


…， ejr， 则/(«，沒)在基 


畢攀攀 


9 


9 


9 


一 1 
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A = T \ BT X = T \ ( T f 2 CT 2 ) T l = ( T 2 T x yC (了 2 7\ ) • 

因此，矩阵的合同是一个等价关系.在此等价关系下的等价类称 
做合同类. 我们自然也会想从每个合同类中挑选出一个最简单的矩 
阵(最好是对角矩阵)来作为该合同类的代表.使用双线性函数的语 
言，就是对每一个双线性函数/(«，幻，要设法在^内找出一组基，使 
/(«, 的在这组基下的矩阵具有最简单的形式. 

在本书中，我们主要是对一类最常用的双线性函数来讨论这个 
问题.这就是下面所要讲的对称双线性函数. 


3. 对称双线性函数 


定义 设 V 是数域尺上的线性空间， /(«,#) 是 V 内的一个双 
线性函数.如果对任意 /? e [有 /(«,/?)=/(#,«), 则称 /(«, 卢)是 

一 个对称 双线性函数. 

不难看出，对称双线性函数在 k 的任意一组基^ 

矩阵 (/( e , ， e ,)) 为 n 阶对称矩阵（由于 /( e , , e ,)= /( e , , e ,)). 反之，任 

给数域 K 上的《阶对称矩阵 A = ( a , v ) (其中叫=%),按命题 1. 1的 

证明中的办法定义 V 内双线性函数 /(〜/?), 则 

/0，卢）= X'AY = { X' AY y 

TAX = 


£n 下的 


e 2 


• • _ 


9 


f 


9 


Y f A f X 






e n 下的坐标），即 /(«，/?) 为 F 内对 

下的矩阵即为 A . 因而, 


(其中为在基 £l 
称双线性函数，而且/(«,幻在基 A , e 2 
在 f 内取定一组基之后，就使 y 内全体对称双线性函数所成的集合 


£ 2 


• •翁 


9 


9 


9 


£ 


• • • 


9 


9 


n 


和 K 上全体 W 阶对称矩阵所成的集合之间建立起-对应的关系. 

现设 /(«,#) 是 V 内一个对称双线性函数.我们定义 Q /( a ) = 
/0, a ) ,称为 /(«,/?) 决定的 二次型函数. 如在 F 内取定基 

又令/(1 £ ))=叫,4=(%).那么/0,卢)=叉'47(叉，：^为〜卢在 

下的坐标），于是 


^2 


• • • 


9 


J 


J 


e 


n* 


me, 


e 2 


e 


• • • 


f 






n 


n 


n 


〉 i (^ijOOjOOj d 

上式称为二次型函数在基 ei , e 2 ，…,¥的 解析表达式. 

若已知对称双线性函数，则其二次型函数 Q / U ) 被唯一 决定. 反 


Q/(a) = /(a,a) 


X f AX = 
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之，因为 


Q/O + /?)= /O + /?，《 + /?) 

= /(«,«) + 2 / 0 ，/?) + /(/?,/?) 

= Q /( a ) + + Q /(^) » 


故有 


/(«»/?) = TrW/( a + A) — Q/M — Q/W] 


这表示反过来二次型函数也唯一决定对称双线性函数就是 

说，如果另有 F 内对称双线性函数 g(«，P)， 使 QJ«) 二 Q/(«)， 则 
^(a,^)=/(a,/?). 特别地，若 Q/ CqOeO , 则 /(a,/?)= 0 . 

下面是关于对称双线性函数的基本定理. 

定理 1.1 设V是数域尺上的 n 维线性空间，/(«,幻是V内的 
一个对称双线性函数，则在V内存在一组基，使 /(«,/?) 在这组基下 
的矩阵成对角形. 

证对V的维数 n 作数学归纳法. 

当 n = l 时定理是显然的.设对 n_l 维线性空间定理成立，证明 
对 n 维线性空间定理也成立. 

首先，若/(«，的= 0 ,定理自然成立.如果不是这种情况，则 

Q/(a)=/(a,a)^0. 

于是，可在V内取定€ 1 ，使/(> 1 ，£ 1 )=<^ 1 古 0 .把£ 1 扩充成'^的一 


组基 


£l 9 £2 


£n 


令 


Vi = £ i 


/(£ i ， e ,) 


Vi 


0 = 2, 3,… ， n ) 






d . 


显然， 7 i，％， …， 7 : 是 V 的一组基，且 

/( e !, e t ) 


/(7 i ，7;) = / 义 


—— £， 


d . 


f (^i 9 ) 


/( e i ， e i) _ yx e i， e !) = 0 


d . 


(i = 2,3,…，打） 


双线性函数 341 


命 M = L 、 rfi ， …， rj n \ 这是一个 n — \ 维线性空间， / O ，/?) 可以看做 

M 内的对称双线性函数.对任意有 + …〔，于是 

f ia ， rf'、 = f (jf' ， a、 = k 2 f <Jj ' ，心 … k n f in、、 = 0 • 

按归纳假设，在 M 内存在一组基 … ，7«，使/(«，/?)在这组基下的 
矩阵成对角形，即有 


因为 7 i ，〜， …，7»与 7 i ，％，•••，#等价，故它也是 V 的一组基，且 

/(7* ， 7)) = 叔 "（“ j = l ， 2,… ，打 ） • 

于是/(«，/?)在这组基下的矩阵成对角形 .I 

推论设乂是数域尺上的一个〃阶对称方阵,则存在尺上的 
一个可逆方阵 T ， 使 VAT=D 为对角形. 

证 把乂看 做尺上《维线性空间 V 内对称双线性函数/(«，的 

下的矩阵.由定理 1. 1，在 V 内存在一 组基化 ,72, 
%，使/(〃，/?)在这组基下的矩阵成对角形 Z ). 设 


在基 £i 


e 2 


e 


m m m 


n 


m m m 


9 


(7l ， 72 ， “ 、 7”）= ( £ l ， e 2，“. f^n)T ， 


则 T f AT = D . I 

最后，我们介绍双线性函数的秩的概念.我们已经知道，同一个 
双线性函数在不同基下的矩阵是互相合同的,而互相合同的矩阵秩 
相同(这是 因为： 根据第二章命题 5. 2的推论2,一个矩阵左乘或右 
乘一个满秩方阵后，其秩不变).因此,可以有如下的 定义： 

定义 设/(«，/?)是 w 维线性空间 F 内的一个双线性函数，它在 
某一组基下的矩阵4的秩 rG 4) 称为 / OJ ) 的秩.如果 A 是满秩 
的，即 rU ) = n ，则称/(«，/?)是满 秩双线性函数 (或称 非退化双线性 


函数) 


习 


1•设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间 

为 K 内的 n 个数. 证明： 在 V 内存在唯一的一个线 


&是 F 的一组 


£i 9 £2 


镛## 


基 


yU \ 9U2 9 




_ _ _ 


71 


性函数 /(〃） ，满足 


f(£i)=ai (f = l ， 2,… ，打） 
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2. 在实数域上线性空间 C [ a ，6] 内定义函数 /(/) 如下： 对 
f (x) G C[_a ，6] ， 令 


b 


证明： /(/) 是 co , 幻内的一个线性函数. 

3. 在线性空间脱》(/0内定义函数 如下： 

/U)=TrU). 

证明：/04)是从00内的一个线性函数. 

4. 在三维几何空间中全体向量组成的实数域上线性空间内定 
义二元函数 如下： 


/(/) = 


f ( ayb ) = 






证明这是一个双线性函数. 

5. 在实数域上线性空间 C [ a ,6] 内定义二元函数 如下： 对 / Cr ) 

发 Or ) 6 C [ a ，6]， 令 


b 


f(x)g(x)dx 


a 


证明这是一个双线性函数. 

6. 在中定义函数 如下： 若 




(^CL\ jCL2 


a= 


ja 


n 


则令 


/O ， /?) = 〜乂 + a 2 6 2 + … +a 人 


证明这是一个双线性函数. 

7. 在尺 4 中定义函数 如下： 若 


(^1 ，: r 2 ，工3，工 4) ， /?= (^1 ，: y 2 ， ys ，: y 4) 


a= 


则令 


/O ， 夕） = 30:^2 — 5^2^! +^3^4 — 4 jC 4 ^3 


(1) 证明 / U ，/?) 是一个双线性函数 

(2) 在尺 4 中给定一组基 


(1，2, 一 1，0)，£2=(1， 一 1，1，1) 
£3 = ( 一 1，2，1，1)， 

求 / U ，/?) 在这组基下的矩阵 ； 


£ 1 




( 一1，一1，0，1)， 


^4 
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(3) 在尺 4 内另给一组基 7 i ，72,73,74, 且 


(7 l ，々2，々3，々4) = (広1 ，芑2，氐3，芑4)了 


其中 


1 


1 — 1 




T = 


-1 


求 / O ，/?) 在基71,72,73,74下的矩阵. 

8. 在紙 OQ 内定义函数 如下： 

/ U , J 5)= TrUB ). 

(1) 证明 /( A ,5) 是一个对称双线性函数 

(2) 令打= 2，在71/ 2 00内取一组基 


0 


0 


£ 11 = 


€ 12 = 


0 0 


0 0 


0 0 


0 0 


£22 = 


^21 = 


0 


0 


求 /( A ，5) 在这组基下的 矩阵； 

(3) 在 M 2 ( K ) 内另取一^组基 


0 


0 


Vi = 


72= Lo 


0 


——1 


0 


0 


73 = 


74 = 


0 


— 1 0 


求出两组基之间的过渡矩阵 T 


(7 l ，72，73，々4) = ( e l 


)T 


1 >芒12 >^21 >^22 


再求/04,5)在基 Vi ， V 2， H 下的矩阵； 

(4) 在 n = 2 的情况下求 / G 4, B ) 的秩. 

9•设 F 是数域尺上的 n 维线性空间， /(«,/?) 是 V 上的一个双 

线性函数. 证明： /(«，的满秩的充分必要条 件是： 当对一切 pev 有 
/0，/?) = 0时，必定有 a =0. 

10. 证明第8题中的双线性函数 / G 4, B ) 是满秩的. 

11. 在 IT 中定义函数如 下：若 
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(^1 ，工2，工3，工 4) ， /?= (^1 ，: V 2 ^3，: y 4) 


a= 


则令 


/(a,^)= xiyi +x 2 y 2 + 工 3% — ^4^4 


(1) 证明 /U，/?) 是对称双线性函数 

(2) 求/(«，/?)在基 


£i = (1 ，0,0,0)， 

(0,0，1，0)， 


(0，1，0,0)， 

(0,0,0，1) 


^2 




^3 


^4 






下的矩阵 


(3) 求/0,幻在基 


7 i = (2，1， 一 1，1)，72 = (0,3，1，0) 

^3 = (5,3,2，1) 


， 


74= (6,6，1，3) 


下的矩阵 


(4) 证明 /U，/?) 是满 秩的； 

(5) 求一个向量《尹0,使 /O，a) = 0. 

12. 在尺 4 内给定双线性函数 /(«,/?) 如下，试判断哪些是对称 
的，哪些是满秩的.设 


ixi ，: r 2 ，工3，工 4) ， /?= (^1 ^2，: y3 ，: y4). 

( 1 ) / 0 ，/?) = Xiy 2 — x x y^ + 2xiy A —x 2 yi +x 2 y^—x^yi 

— 2a: 3 y 4 — 2x A yi — x A y 2 -\^2x A y 3 ； 

(2) /(a,/?) = xiy x + 2x x y 2 + 2 ^ 2 ^! + ^yz —工3% 

(3) /O，/?) = — : ri：y 3 +工13；4 + 工 3：yi +^ 3 ^ 4 - 工 4：yi— 工4% ; 

(4) /(a,/?) =xiy^+x^y x . 

13. 证明： 


a= 


A,- 




^2 


2 


与 


An 


A,- 


n 


合同，其中 il，〗2, …，是 1 ，2,…， W 的一个 排列. 

14.设 A 是一个 w 阶方阵，证 明： 

(1) A 反对称当且仅当对任一 n 维列向量X，有 


1 双线性函数 345 


X f AX = Oi 

(2) 若 d 对称，且对任一 n 维列向量 X 有 X 4 A ：=0, 那么 4=0. 

15. 设 y 是数域尺上的 n 维线性空间, /( a ，^) 是 y 内的双线性 
函数.如果/(«，/?)不是对称双线性函数，证明/(«，/?)在 V 的任意 一 
组基下的矩阵均非对角矩阵. 

16. 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间 ， fk ，_ V 内的双线性 
函数.如果对任意 Cty^V 都有/0，卢)=—/(/?，《)，则称 / O ，0) 为 
y 内 反对称双线性函数. 证明反对称双线性函数在 v 的任意一组基 
下的矩阵都是反对称矩阵. 

17. 设 v 是数域尺上的《维线性空间,/(«，卢)是 v 内反对称双 
线性函数.证明 F 内存在一组基，使 /( a ，/?) 在此组基下的矩阵成如 
下准对角形： 


S 


0 


S 


S = 


A = 


— 1 0 


0 


0 


18. 设 F 是数域尺上的 M 维线性空间，/(«，/?)是 F 内的双线性 
函数.对 V 的子空间定义 

lcm) = {«e v\f{a^) = o, v /?e m}, 

R(M) = {a G V\f(/3 9 a) = 0, V ^ G M}. 

证明 L ( M ) ， R(M) 为 V 的子空间.如果 f(a，_V 内满秩双线性函 
数，证明 


dirnL(M) = dim-R(Af) 

同时又有 RCL ( M ))= L ( R ( M ))= M . 

19. 设 F 是数域尺上的 n 维线性空间，是 V 的两个子空 
间,/(«，/?)为 V 内双线性函数，使用上题记号.证明 L ( M+AO 

L ( M ) f ] L ( N )， RXM + N ) =及(似） f | 及 (AO ， 如果 /(«， 0) 满秩，则 

L ( Mf | AO = L ( M )+ ZXAO ， R ( Mf ] N )= R { M )+ R ( N ). 

20. 设 F 是数域 A ： 上的线性空间，/(〃)， 〆 《)是 F 内两个线性 


— dimAf 


n 
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函数，且 /(«)^(«)=0.证明 / O )=0 或 g ( a )=0» 

21. 设 /(«,/?) 是数域尺上线性空间 F 内的对称双线性函数. 
如果/(«,卢)=5• ㈤ M #) ,其中为 V 内两个线性函数.证明存在 
V 内线性函数 IMAK 内非零数 A , 使得 

/(a,/?)=A/(ar)/(^). 


§ 2二次型 


在上一节，我们在数域 K 上的线性空间内引进双线性函数的概 
念，特别是较深入地研究了对称双线性函数和它对应的二次型 函数. 
首先，读者应当注意，这些函数的概念与空间的基的选取无关，因而 
从理论上讨论问题时较为方便(不受基的不同选取的限制与干扰). 
但当我们在有限维线性空间内讨论它们，需要作具体计算时，我们又 
必须把它们与基的选取联系起来.如果/(«，/?)是 K 上打 维线性空 
间 F 内一个对称双线性函数，在 y 内取一组基 £l 
/(«,/?) 在此组基下的矩阵为尺上 n 阶对称矩阵 A ， 若《,/?在此组基 
下的坐标分别为 X ,!%则(令 a , 7 =/( e , , e ,)) 

n n 

/(a,/?)= ^ij^iy j 


则 




e 2 


• _ # 


Q/W = 2 2 CLijOC{OC j 


= X f AX 


这样, y 上抽象的函数 /(«,/?) 就被具体化为解析表达式了 • 

而这依赖于基的选取. 

对称双线性函数的理论除了在线性代数本身是重要的之外，它 
在几何学等其他数学领域以及自然科学、工程技术中也有广泛的应 
用.这些领域应用的往往是上面指出的具体解析表达式.因此，在这 
一节中我们将把上述具体解析表达式单独拿出来，从函数论的角度 
对它们作一些讨论. 

定义以数域 K 的元素作系数的《个变量 


的二次 


工2 


齐次函数 


/ 


(1) 


a ii x i x i (aij = aji) 
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称为数域 k 上的一个 二次型 ，其系数所成的矩阵 


<^11 a 12 


^ln 


a 21 a 22 


a 2n 


A = 


a 


a n2 


n\ 


nn 


是数域尺上的 n 阶对称矩阵，称为此 二次型的矩阵 . A 的秩 r ( A ) 称 

为此 二次型的秩. 


令 


工 1 


工2 


x= 


n 


二次型 a ) 可以表成矩阵乘积的形式 

f=X f AX. 

显然,数域尺上一个二次型/就是 V 内一个二次型函数 Q /(«) 

e , 下的解析表达式.这样，上一节关于对称双线性函 


在基 

数所得的结果可以直接用到二次型/上来. 


e 2 


• ■镛 


在实际工作中碰到的二次型，其表达式中与两项可能 
是合并在一起的，为了使用上一节所得到的结果，我们必须把/与 v 
内对应的二次型函数 0/( a ) 或对应的对称双线性函数 /( a ,/?) 联系起 

来，这样就应当把该项系数平分为二，得出两项&及,且 

小 然后再写出此二次型的矩阵4 = ( a 0 ). 

甩 2. 1给定二次型 


^ji 


=a 


f=x\ - 2 工 1 工 2 + 3 工 1 工 3 — 工 2 工 3 + 4 工 


3 


为了写出它的矩阵，我们把它写成 


/= x\ 




1 1 1 ■— 


一 X\Xz 


— x 2 X\ + 0 • x\ — 


■^■^ 2^3 


+ ITXsXx — —x 3 x 2 + Ax 


3 


那么， / 的矩阵就是 
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1 




A 


1 


0 










_3_ 


4 


这是一个对称矩阵.此时/可表作 


— 1 


工1 


/=(工1 


= X f AX 


Xz) 


0 


工2 


X 2 








3 


3 


4 


给定二次型 


# 


f=XiX Z +X 2 X A 


按上述办法写出它的矩阵为 


0 0 


0 


0 0 0 


A = 


0 0 0 


0 0 


0 


于是/可表作 f = X f AX . 

对于一个具体二次型，读者应该熟练地写出它的矩阵. 

如果给定数域尺上一个 n 阶对称矩阵 A= (a, v ) ,那么,反过来 
以&为系数即得一个二次型.我们来 证明： 不同的对称矩阵对应于不 
同的二次型，也就是说，定义中给定的二次型的解析表达式是唯一的. 

命题 2.1 给定数域 / C 上两个二次型 

/ = X 9 AX 


n 


n 




( a ,) = Ujr) 




n 


n 


2 2 b^Xj (bij = bji). 


X f BX 


g 






如果/二〆即 /，g 作为变元 

证设 F 内对称双线性函数/(«,卢）,发0，灼在基 £1 
矩阵分别为 A , 则二次型函数 Qfia ) ，Q/«) 在此组基下的解析表 

达式分别为二次型/"，发，故由 f 三 g 推知 Q /(«) 三，这又推出 
/O，/?) •(>，/?)，于是 A=5. | 

根据以上的分析，数域 K 上全体《元二次型所成的集合与 K 上 
全体《阶对称矩阵所成的集合之间存在 一一 对应.在§ 1又指出，在 
K 上《维线性空间V内取定一组基 £ i ，£ 2 

称矩阵所成的集合与 F 内全体对称双线性函数所成的集合之间也 
存在 一一 对应,而对称双线性函数又与二次型函数 一一 对应.所以 
现在我们所研讨的理论有如下四种等价的语言表达法： 1) 二次型 
的 语言； 2) 对称矩阵的 语言； 3) 对称双线性函数的 语言； 4) 二次 
型函数的语言.在下面的讨论中，将视所研讨的问题的需要，在上述 
四种等价语言中自由地来回转换，而不再每次都作重复的说明，希望 
读者注意. 

应当指出,从函数论的观点来看 ，一 个函数的自变量使用什么字 
母来表示是无关紧要的，例如 siiu: 与 si n3 ； 在函数论中代表同一个函 
数.因而下面两式 


的函数恒等），则 




e” 下的 


G 后，尺上全体71阶对 


_ _ _ 


9 


9 




2 S 

i=\ j= 1 

代表的是同一个二次型. 


22 ^ijytyj 


CL jj JO (JO j 


l. 二次型的标准形 


我们可以把 A： 上的二次型 f = X f AX ( A f = A) 看做 F 内二次型 

匕下 的解析表达式.现在，在 y 内作基变换 
%) = ( £ 1， £ 2，“*，€„)7%若 a 在 U ” …， 7 f n 下的坐标为 Y， 

Vn 下的解析表达式为 Y ' BY { B '= B ). 现在 

& 和 7i ，72， 

Vn 下的矩阵，根据 §1 9 B = VAT . 而且由坐标变换公式知 x = 


函数 Q/O) 在基 e!,e 2 

(7" 72 

那么 Q/O) 在 7 i ，72 
A 9 B 分别为V内对称双线性函数 /U，/?) 在基 ei ，e 2 


• _ « 


參## 


m m m 


_ _ _ 


9 


QfCa ^) = X ’ AX 


( TYYACTY ) 
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r ( T f AT)Y = Y f BY . 

下面把上述讨论改用函数论的语言说出来.首先引进一个概念. 
定义考查系数属于数域 K 的如下的〃个变量的线性变数替 




换 


工1 = tuyi + ^12^2 + ••• + t u y n 

工 i = ti\y\ + tnyi + …+ t 2n yn 


( 2 ) 


= tniyi + tniyi + …+ t nn y 


X 


如果其系数矩阵 


t 


In 


11 


12 




21 


22 




T = 


^ n 2 


(nn 


_ _ _ 


可逆，则 (2) 式称为数域 K 上的 可逆线性变数替换. 

注意，数域尺上的二次型/只能用尺上可逆 方阵了 来作线性 

变数替换. 


令 


Xi 


y \ 


工 2 


yi 


X = 


Y = 


x 


则 （2) 式可表示成矩阵形式 


X = TY . 

设则有 Y = SX . 具体写出就是 


^1 = ^ 11^1 + $ 12 工 2 + …+ S lnX 

y2 = ^ 21^1 + ^ 22^2 + …+ S 2n X 


(3) 


hi 工 1 + S n 2 x 2 + …+ s 


nn^n 


y 


(3) 式称为 (2) 式的逆 变换. 

如果对二次型 (1) 做上述可逆线性变数替换，我们有 
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X=TY 


( TYyAiTY ) =r ( VAT ) Y = g . 

现在因 （7^乂7^=7^4了 = 了47\即 VAT 仍为 K 上对称矩 

的二次型，其矩阵为 TAT . 我们 


f = X f AX 


阵，故上式的 g 为变量 
有如下一个基本 事实： 

命题 2. 2给定 K 上两个二次型 






/=22 


CLijOO{JOj 


2 2 b ^yi (〜 = 〜)， 

« = l i=l 

它们的矩阵分别为 A =( a ij ') yB =( bij ). 则 存在尺 上可逆线性变数替 
换 X ==7 T ， 使/变成 g 的充分必要条件是5与 A 在尺内合同，即 

B=V AT . 

证若/经变换 X =7 T 化为^•，即 

f = X'AX 

那么,按命题 2 . 1 , 有 


g = 


X=TY 


r (T , AT)Y=g=Y , BY 


B=T AT, 

反之，若五 =： TA ： r 且 | T |#0, 作变数替换 X =7 T , 有 

X=TY 


Y' (T r AT)Y=Y f BY=g. ■ 

推论如果尺上二次型 f=X f AX 在 K 上的可逆线性变数替 
换 X = TY 下变为 g = 则 f，g 为 V 内同一个二次型函数 
Q /(«) 在两组基下的解析表达式. 

证现在 B 与 A 合同.按命题 1.2, 它们是 V 内对称双线性函 
数/0, 0) 在两组基下的矩阵,在此两组基下 Q /( a ) 解析表达式分别 
为: | 

给定数域尺上两个二次型/,心若/可经尺上可逆线性变数替 
换化为发，则称/ 与发 等价 ，记做 f 〜 g . 命题 2. 2说明，/与发等价 
的充分必要条件是它们的矩阵合同.合同关系是数域 K 上 n 阶对称 
矩阵集合中的一个等价关系.因此,二次型的合同关系也是数域 K 
上全体二次型所成的集合内的一个等价关系，于是二次型按此关系 


f = X t AX 
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划分为互不相交的等价类.二次型理论的一个基本问题，就是要从每 
个等价类中挑选出一个最简单的二次型来作为该等价类的代表. 


形如 


d lZ \+ d 2 zU —— \- d n z 2 n = Z f DZ 


的二次型称为标准形，其矩阵为对角形 


d 2 


D = 


d 


显然，这种二次型是较简单的. 

根据§ 1中的定理 1. 1的推论，任意一个对称方阵都合同于一 
个对角矩阵.从命题 2. 2可知，定理 1. 1可用二次型的语言叙述如 


T ： 


定理 2 . 1 给定数域 K 上的一个二次型 


/=22 


ya-ij — aji) 


aijXiXj 


则存在尺上一个可逆方阵7%使在线性变数替换 X = TZ 下此二次 
型变为如下标准形 


d \ z \ - \~ d 2 zl + … -\- d n z 


综合§ 1和本节中的论述，我们可以把所得到的基本结果用三 
种不同的语言叙述出来. 

1) 用双线性函数的 语言： 数域 K 上；2维线性空间 V 内任一对 
称双线性函数的矩阵都可对角化(即 V 内存在一组基，使该对称双 
线性函数在此组基下的矩阵成对角形). 

2) 用矩阵论的 语言： 数域尺上任一对称的 n 阶方阵都合同于 
一 个对角矩阵. 

3) 用二次型的 语言： 数域尺上任一二次型都可经一个可逆线 

性变数替换化为标准形. 
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上述三种说法互相等价，只要证明其中之一，另两个就自动 成立. 


二次型标准形的计算方法 




我们现在介绍二次型的标准形的计算方法.分两种情况进行讨 


论 


1) 二次型 （1) 中有某个变量平方项的系数不为零，例如 a n ^0 
此时把二次型对 A 配方得 


+ 2^^!^ + S2 


/= a n x\ + 2a u x x x 2 + 


ClijXiXj 


_ ■ ■ 


+ 22 

t = 2 j=2 

+ bjjXjXj ， 




12 


工 2 + … + 2 工 


CLijJOiJC j 


=a u 


- X 


a n 


a \\ 




a u 


工 2 + … + 


X 


a \l 


a ll 


作变数替换 


- h 




X 


^11 


^11 


X 


yz = 


yn = 


X 


反解为 


a U 


^1 


yz — 


yn 


^\=y\— 


a n 


a n 


yz 


工 2 = 


X 


yn 


写成矩阵形式 


a \2 


^1 


1 




a l \ 


工 1 


^11 ^1 


X 2 


yz 


0 


x= 


0 


X 
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不难看出，这实际上相当于定理 1. 1证明过程中所做的基变换.经过 
上述变数替换后，二次型化作 


n 


n 


+ 22 b _yi (bij = bj) 


^nyi 


然后再对上式右边的 n -1 个变量 


的二次型继续进行 


^2^3 




_ _ _ 


计算 


如果 ail = 0,而某个山,#0,则对右 配方. 

2) 所有〜= 0(£ = 1，2,… ， w ) ，而有一个 ai 羊 0( i 〈 j ) ，则做变数 


替换 


^i=yt~ {- yj 


^j=yi—yj 




^ k = yk 


这就可以把二次型化为第一种情况. 

在做计算时，每一步都要把坐标变换矩阵记录下来，以便求得总 
的坐标变换矩阵.下面举两个例子. 

例 2. 3 化二次型 


/= 2 xiX 2 — 6工1工3 + 2工2工3 +工董 


为标准形. 


因为 “33 = 1^0，对 Z 3 配方，得 


/= 2x x x 2 + [ 2(^2 — 3^1 )^3 + 

= 2 x x x z —(工 2 — 3工 I ) 2 + [( — 3尤1 + 0：2) + 工3] 

——+ 8工1工 2 —工！ + ( —— 3工1 +工 2 + x 3 ) 2 . 




做变数替换 


yi=^i 


X 2 


^2 = 


— 3工1 十工2十工3 


^3 




^ i=yi 


反解为 


yz 


工2 = 


^3 = 3^1— 3^2+^ 


表成矩阵形式 
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0 0 

10 3^2 = T\Y 


工 l 


X= 


0 


x 2 


1 




于是二次型化作 


■ 


— 9：yS+ ^yiyz 

yz 已配好，下面把它保持不动.现在 W 的系数不为零，对:^配方，得 

y \~^ y \ • 含 3^]-： yi +： y ! 

^1 — ~^yz ] ~\-^yl+yb 


2 


3 


— 9 


做变数替换，并表成矩阵形式 


4 


0 Ui 


^1 


之 2 = T 2^ 


Y= 


yz 


0 10 


0 0 1 


于是二次型化作标准形 


— 92：i + — ^2+^3 - 


最后，求出总的变数替换矩阵 T . 因 

X=T l Y=T l (T 2 Z) = (T 1 T 2 }Z=TZ 


故 


4 


0 01 1 


0 


T =T{Fi= 0 


0 


0 10 


—1 1 


0 0 1 


0 


0 10 


在变换过程中得到的7\，: r 2 均可逆，所以，它们的乘积： T 也是可逆 
的.现在分别把原二次型的矩阵 A 和标准形的矩阵 D 写 出来： 
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— 9 0 0 


0 1 —3 


A . ~— 


D = 


0 


0 


0 




-3 1 


0 0 1 


如果具体计算一下，就可以验证有合同 关系： T f AT=D 

例 2. 4化二次型 


/= 2XiX 2 — 6 工 2 工 3 + 2X\Xz 


为标准形. 


现在所有平方项系数都为零，而 a 12 = 1^0. 做变数替换 




x \ = y\~\~yz 


^ z = y \— y 2 


^3 


x z = 


写成矩阵形式 


1 oi r^i 


工 1 


x = 


yz = T,Y 


1—1 0 


工 2 


0 


二次型化作 


2 (yi -\-yz) (: yi + 夕 2 )% — 6 iy\—yz)yz 

2y\ — 2y\ — 4 ： yi ： y3 + 〜外 

y\ 的系数不为零，对 m 配方，得 

2{y\ — 2y\yz) — 2y\ J t 83 / 2^3 = 2{y\—yz) 2 — 2y\ — 2yl J t ^yzy 

做变数替换，并写成矩阵形式 




1 


0 


之 1 


y= 0 1 0 

-0 0 1 


之 2 = T %Z, 


二次型化作 


2zf — + 8 Z 2 Z 3 — 2 z 


再对 A 配方，得 


2 zl — 2 Czl _ 4 之 2 之 3 ) — 2^3 ― 2^i — 2 (z 2 — 之 3 ) 2 + 6 之 


做变数替换，并写成矩阵形式 
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1 0 0 Wi 

Z = 0 1 2 u 2 = T 3 U 

一 o o 1 」 L^o- 


二次型化作标准形 


2u\ — 2u2~h6ui 


最后，求出总的坐标变换矩阵.因 

X=7\ Ycr 2 z) = 7\ 了 2 cr 3 t/) = (T^T^U , 

1 1 oi ri o l] n o o 

1—10 010 012 

o 1」 Lo o 1」 Lo o l 


故 


T = T X T Z T 




0 


1 -1 
0 0 

如果写出原二次型矩阵 A 和标准形矩阵 I )，有 






0 


0 0 


A = 1 0 -3 


D = 0 


0 




1 -3 


0 


0 0 


不难验证有合同 关系： T ' AT = D . 

在用变数替换化二次型成标准形时，必须注意所做的线性变数 
替换一定要是可逆的，即其系数矩阵行列式应当不为零.不难证明， 
利用上面的办法做变换时，每一步的变换矩阵都是可逆的，所以，最 
后把它们连乘起来所得的总的变换矩阵： T 也一定是可逆的. 

另外还应当注意 ，一 个二次型的标准形并不是唯一的.用不同的 
办法计算有可能得到不同的标准形.关于这一点，我们在下一节中再 
做仔细研究. 


園 


习 


1. 写出下列二次型的矩阵 


( 1 ) f=—2x\—X2+XiXz—X 2 X 3 ； 

(2) f = — X\Xz — 2 x \ X ^-\~ x \ — 5工3工4 

(3) f = 2 x 1 — 3 x 1 _ 4工!一 5 x 


4， 
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(4) /= — x\—x\-\-X\X^ 


2. 在中给定如下对称双线性 函数： 若 


(^1 ，尤2，尤3，尤 4) ，卢=(: yi yyi ，: y 3 ^ 4 ) 


a= 


令 


fCajj 3 ) = — ^ 13^1 + 2 xiy 2 + 2 x 2 yi — Sx 2 yz + 工 2)4 

— 2工1% + 工 4： y 2 _ 2 x 0^ + 2工4外 


(1) 写出 /(〜/?) 在基 


(1，0,0,0)， 

^2 = (0，1，0,0)， 

忘3 = (0,0，1，0)， 

(0,0,0，1) 

下的矩阵，并写出 /(«,«) 在此组基下的解析表达式 

(2) 做基变换 


€l 




€4 




4 


0 




0 


0 


VT 


0001 


0 0 


0 




求/(«，/?)在基 rji ， V 2， rh ， rU 下的矩阵，并求/(〃，〃)在这组基下的解 
析表达式； 


(3) 求可逆线性变数替换 X =7 T ， 使二次型 


f= _ x\ + ^X\X 2 — ^X\X^ — 3x| + 2 o ： 2 工 4 + 2x 


4 


化成标准形. 

3. 给定四个变量的二次型 /, 试在尺 4 内找出对称双线性函数 
/0，幻，使/0，^)在基 


(1，0,0,0)，£2 = (0，1，0,0) 
(0,0，1，0)， e 4 =(0,0,0,1) 


€i 




€3 




下的解析表达式为/，其中 


( 1 ) /= x\-\rx\ + 工 |+ 工 ! + 2工1工2 + 2工2工3 + 2 jt 3 工 4 
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(2) /=工1工2+工1工3+工1工4 +工2工3 +工2工4+工3工4. 


4. 用可逆线性变数替换化下列二次型为标准形 


(1) /=— 40:1:1:2 + 2:^0:3 + 20:2 工 3$ 

(2) f— x\ + 2x\Xz + 2x \ + 4 x 2 X 3 + 4 j ：3 ; 

(3) /= x\ — Zx\ — 2x\Xz + 2x\Xz — 6 x 2 x 3 ； 

(4) /= 8 X 1 X 4 + 2xzx^ + 2x 2 xz + 8 X 2 X 4 ; 

(5) f=X\X2 十工 1 工 3 + 工 1 工 4 + 工 2 工 3 十工 2 工 4 + 工 3 工 4 ; 

(6) f=x\ J r2x \ + xf + 4 工 1 工 2 + 4：r 1 X 3 + 2x\x^ 

+ 2 工 2 工 3 + 2 工 2 工 4 + 2XZX4 , ； 

(7) f=x\-\-x\~\^x\-\^x\-\- 2xix 2 ~~\-2xzXz + 2 ^ 3 X 4 

(8) f=XiX 2n -\-X Z X ln -! + •••+ X n x n ^ 1 ; 

(9) f=xix 2 +x 2 xz-\ - h 工 


-\X 


5. 用可逆线性变数替换化下列二次型成标准形 


⑴ 2> 2 + s 


XiXj 




工1 +工2 +…+ 


(2) ^ {xi — x ) 2 ，其中 x 

1=1 

6. 证明： 秩等于 r 的对称矩阵可以表成 r 个秩等于1的对称矩 


阵之和 


7. 给定二次型 


/ = icLuXx 十 


化2工2 +…+ 


) 


CLi^X 


其中 


^11 a \l 


^1 


^21 a 22 


^2n 


A == 


a s2 


是一个实数矩阵.证明 / 的秩等于 rU ). 

8. 给定数域 iC 上的《元二次型 f = X ' AX . 对它作可逆线性变 

数替换 X = 7 T , 其中: T 为主对角线上元素全为1的上三角矩阵, 
/经此变换化为二次型 g = TBY , 证明 A 与5的下列子式 相等： 



五幸双线性函数与二次型 


360 


2 


2 


•參 • 


• •參 


A 


= B 


r = 1，2 ,… 


2 


2 


• •參 


• • • 


此类线性变数替换 X = TY 称为 三角形变换. 

9. 给定数域尺上的二次型/=1儿^.设/的秩为 
(1) 证明/可用三角形变换化为 

^ 1^1 H - 义以 + …+ Kyi ( # 0，/ = 1，2 


r. 


r) 






• •拳 


的充分必要条件是 


k 


2 


• • • 


D k = A 


7^ 0 (々=1，2,…， r ) 


k 


2 


• • • 


而 


k 


2 


• •參 


A 


+ l ， .” ， n). 


0 (々 






k 


2 


• •參 


(2) 证明上题中的标准形 g 的系数满足 


D 


k 


K = 


(々=1，2， 


D 0 = 1). 


，r 


• • • 


# 


D k 


-1 


§3 实与复二次型的分类 


上一节已经 指出： 我们可以把数域 K 上的二次型按等价关系 
划分为等价类.现在要问：尺上的二次型究竟有多少个不同的等价 
类？这一节中，我们将要对尺为复数域和实数域两种情况分别解决 
这个问题. 

根据定理 2. 1,任一个二次型等价于一个标准形.但二次型的标 
准形并不是唯一的，所以单靠标准形的概念还解决不了上面所提出 
的问题.但标准形可以作为解决上述问题的出发点.这就是说，只要 
讨论 C 或 R 上的二次型有多少种互不等价的标准形就可以了. 


1. 复二次型的分类 


在复数域 C 上给定二次型 


/ = a ii x i x i (^o = a.ji ) 
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设它在可逆线性变数替换 X = TZ 下变为标准形 


~\~ d n zl 


根据§ 2中所作的阐述，这相当于在 C 上 n 维线性空间 V 内做一个 
基变换 


(7l ， 72,… ， 7«) = ( e l ， e 2, … ^n)T ， 


使对称双线性函数 /(〜 幻在新基下的矩阵成对角形，即 

f^ r }iy r )i > )=di8i j , 

设 d ” d 2 ，…， 中有 r 个不为零.只要把％,72,…，的次序重新排 
列一下，就可以使不为零的4排在前面,而后面 …个山 全为零. 
因此，不妨设/的标准形为 


+… z = l ， 2r.. ， r) 


f 的矩阵为 A = (%)，有 




T f AT = D = 


d 


0 


0 


因为： T 可逆，由第二章命题 5. 2的推论 2， r ( Z ))= r U ) •故 Z ) 中主对 
角线上非零元素个数 r = r ( D )= rG 4)=/ 的秩. 

因为在复数域内任意一个数都可以开平方，所以可以对上述标 
准形再做如下可逆线性变数 替换： 


= wd\Zi 


Ui 


V 02^ 2 


U 2 = 


^ J ~ d r 


之 r+l 


U r-\-l = 


Z n 
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(其中 W 为 A 的任一平方根).写成矩阵形式，就是 


之1 


Ui 


U = 


汉 r+l 


之 r +1 


于是/变作 


^l+^2+ ### +^r 


定理 3.1 复数域 C 上任一个二次型/都等价于如下一个二次 


型 


鉍 f +以+…+汉兰 


其中 r 等于二次型/的秩，这称为该二次型的规范形.规范形是唯一 


的 


规范形由二次型的秩唯一决定，所以它是唯一的.因为在证明中 
用到对某些数做开方运算，所以这个结论对一般数域不成立(一般数 
域上一个数开方后可能不再属该数域). 

秩不同的二次型显然不等价.定理 3. 1指出，在复数域内秩相同 
的二次型有相同的规范形，因而互相等价.二次型的秩可为0,1,2, 

共 n + 1 种可能，所以复数域 C 上的二次型一共有 n + 1 个不同 




的等价类. 


实二次型的分类 


學 


在实数域 M 上给定二次型 


/ 


( a ij = a ji ) 


CL{jJ0iJC j 


设 / 的秩为 r ， 那么，按上一段开头所指出的，存在 K 上可逆线性变 
数替换 X = TZ , 使/化为标准形 


d\z\ -\-d2Z2 + … ^rdrZ 


其中 d ” n 为非零实数.按同样的道理，我们不妨设前/>个 
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^，心，…,^为正数，而余下的 r —/> 个 •• 4+ 

M 内任何正数均可开平方，故可做 R 内可逆线性变数替换 


d r 为负数.因为在 


■ ■參 


1 9 


9 


= ^Jd\Zx 


Ui 


^fdpZp 


u p = 


從 / >+1 — 


u 


從 r +1 = 


之 r+1 


U 


Z n 


n 


于是二次型化作 


- 從》 一 Up^-i _ ••• 一 u 


2 


其中 0</< r •现在我们有 


次型 


u 2 i + ^ •- \-u 2 p — u 2 p^i 


— ul 


它称为/的规范形.规范形是唯一的. 

证现在只需证明规范形的唯一性.规范形中的 r 等于/的秩， 

是唯一确定的，我们只需证明正平方项的个数/>也是唯一确定的就 
可以了 • 


设/有两个规范形 


u\-\- 999 -\-U 2 p — U 2 p 

…— Vg 


— Ur 

— Vr 


■ _ • • 


+ 1 


• •眷 


+ 1 


按命题 2. 2的推论，这表明在 1 R 上 n 维线性空间 V 内存在一组基 


7«，使当 «= wi7i +^ 272H - \- u n rj n 时 

Q/(«) = «; + 〜 + 

在 V 内又存在一 组基叫 




• • • 


9 


— U r» 

使当 a = viCo x -\-v 2 (o 2 + + v n <o n 


U 


U 


_ • _ 


户+1 


P 


⑴2 


，⑴ n ， 


• • • 
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Q/M = W + …+ 4 — t ； 


—V 


令+1 


现令 M = L (7 


V P ) ，则当 时， 

“ i 7 i + … + u pVp 不全为 0). 

+ …+4> 0 . 又令 N = Lico q 


1， 


a = 


< o n ). 则当 a^N 


于是 QfM 

时，有 




u 


+ 1， 


= 卩出⑴出 +…+ v n (o 

…一这表明 Mf|^V = {0}. 按维数公式， 


a 


n 


于是 Q/M = —v 

我们有 


9+1 


dimy ^ dim(M + N ) = dimM + dimJV 

p iyi — q 、• 

这表明/>一<?<0,即 p ^ q . 由于/ >， g 地位对称，同理应有，于是 


n 






P=q 


定理 3. 2 通常称为惯 性定律 ./> 称为实二次型/的正惯 性指数, 
— P 称为/的负惯 性指数 ，它们的差 

p _ ( r 一 / >) — 2p 一 T 


称为/的符 号差. 

定理 3. 2 说明： 对实二次型，不但秩不相同时不等价，就是在秩 
相同时，如果正惯性指数不相同，也不等价(这是由于规范形的唯一 
性，正惯性指数不同的规范形互相不等价).而如果秩与正惯性指数 
相同时，它们都等价于同一个规范形，因而彼此等价.所以在实二次 
型里,每个等价类决定于两个非负 整数： 〜/>,其中 0< r < n ,0</>< 

这就完全解决了实二次型的分类向题. 




习 


1. 用 C 上可逆线性变数替换将下列复二次型化为规范形 


(1) /=2工1工2 —6工2工3 + 2工1工3; 


( 2 ) /= — 5 工 ? + 3 工 ! 一 2x 

(3) /= (l+i)x?- (-/T +2i)x\-?>xx\ 

(4) /= (― 1—i)xix 2 + 2ia ： 2. 


4 9 
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2. 用 R 上可逆线性变数替换将下列实二次型化为规范形，并求 
其秩，正、负惯性指数和符 号差： 


(1) /=2工1工厂6工2工3 + 2*1：1工3 


# 

9 


(2) f— — — 2x 

(3) /= — 2( jciH -^ 2 ) 2 +3( j ： i — x 2 ) 2 ; 

(4) f= — Oi —2o ： 2+3a: 3 —*t 4 ) 2 + (2 工 1— 工 3 + 3 工 4 ) 2 

+ ( — 2工1 + 4«2：2 — 6工3 + 2工4) 2 . 

3. 证明： 一 个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次多 

项式的乘积的充分必要条 件是： 它的秩等于2,而符号差为零，或其 
秩为 L 


4 9 


4. 设 


n 


n 


S ( a " = aji ) 


f = X 1 AX = 


是一个实二次型.若存在 n 维实向量兄与 X 2 M 

XUX!>0, X , 2 AX 2 <O t 

证明：必存在 n 维实向量 X 。尹 0, 使 X ! m 4 A：o = 0. 

5•设 


/=/?+/!+… + C — 4+1—…一4 

其中 = 1 ，2,…， />+ g ) 是心 ， j : 

艮 P U = aiiX \-\- a i 2 Xz J r^^ J ra 

数 


+9 ， 


的实系数的一次齐次函数， 
证明/的正惯性指数</>，负惯性指 


yX n 


X 


tn 


n 




6. 设 V 是实数域上的 n 维线性空间，/(«，#)是 V 内一个对称 
双线性函数,乂为 /(«,#) 在基& 

X，AX 的负惯性指数 g = 0, 证明 


&下的矩阵.若实二次型 


^2 


• • • 








M= {«G |/(a»a) = 0} 


是 V 的一个子空间，并求 dimM . 

7. 设 V 是实数域上的 n 维线性空间, / OJ ) 是 V 内对称双线 
性函数.如果 v , 使0/00=0,则 a 称为一个迷向向置.证明•.如 
果存在 Aev 使 <9/(«0)>0而 O /( A ))<0, 则在 v 内存在一组基 

使其中每个 €,• 均为迷向向量. 

8. 设 y 是实数域上的 n 维线性空间, /(«,/?) 是 V 内对称双线 


e l ， e 2 


，£«， 
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性函数.令 


N(f) = {a e V\Q f (a) = 0 }. 

证明 ak /) 是 v 的子空间的充分必要条 件是： 对所有 
0 或对所有 a6V,O/(a)<0. 

9. 设 F 是实数域上的 n 维线性空间, /( a ， 是 V 内对称双线 
性函数， AK /) 定义如上题.在 V 内取定一组基 q 
对应于实二次型 X ， AX. 如果此实二次型正惯性指数为/>，负惯性指 
数为+ 证明包含在 iV (/) 内的子空间的最大维数是 


e ” 后 Q / O ) 


£ 2 


■ •馨 


n 一 max{p 9 q ) = min(p 9 q ) -\-n 一 r 


其中 r 为二次型 X f AX 的秩 • 

10. 给定 n 元实二次型 f = X f AX . 如果 


k 


2 


• • • 


A 


> 0 (k = 1,2 


n ) 


k 


2 


■ ■爆 


利用习题二第 9 题 证明： /对应的二次型函数 Q /( a )>0 (V 


7 ^ 0 ). 


§ 4正定二次型 


在这一节里，我们研究实二次型中秩 r 和正惯性指数/>都等于 
n 的等价类.这个等价类在理论上具有特殊的重要性.例如在下一章 
中，我们将要利用它对实数域上的线性空间作深入一步的研究. 

定义实数域 R 上的一个二次型 




f = X 1 AX 

如果它的秩 r 和正惯性指数都等于变量个数《，则称为一个正定二 
次型. 正定二次型的矩阵称为正定 矩阵. 与/对应的二次型函数 
Q /(«) 称为正定 二次型函数. 

如果实二次型 (1) 正定，则它的规范形为 

W M + …+ W = Y f EY . 

命题 4. 1对于实二次型 (1) ,下列命题 等价： 

( i ) / 正定； 


( 1 ) 
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( ii ) A 在 R 内合同于单位矩阵£，亦即存在实数域上〃阶可逆 
矩阵 T ， 使 A = T '£ T = T '： T ; 

( iii ) /对应的二次型函数 O /(«)>0 (V aeV ^ a ^ O ). 

证由命题 2 . 2 立知⑴与 ( ii ) 等价. 

( i )=^( iii ) :由命题 2 . 2 的推论知在 V "的某一'组基 7 i >72 

下 Q / M 的解析表达 式为： 若《=心 71 +心 72 +…+〜％， 


Vn 


■ •鲁 


Q /(°0 = < + ^ + …+ w 


显见有 Q / O )>0 (V 

( iii )=^( i ): 设/=叉4又的规范形为 


— ••• + 21 


U 


U P+\ 


U 


P 


则上式为 0/0) 在 V 的某一组基 Vi^Vz 
<«，则 Q /0^) = 0, 与假设矛盾.故 

1，与假设矛盾.于是 

为 Q / Q ) 在基 ei 

e„)X, 则 Q f ( a )= X , AX . 因为 a 关 OgX 关 0, 于是 

Q/O) > 0(a 关 0)<=^X , AX >0 (X^O). 

故上式也可作为二次型正定的又一等价说法. 

推论若 A 正定，则 | A |>0. 

证 此时有: reM „( iR ),|: r |# o ， aA = r : r ， 于是 

|^| = in |T| = |T| 2 >0. I 

下面来给出利用实对称矩阵 A 的子式来判断其是否正定的法 
则.设 A =( a { j ) 为 n 阶实对称矩阵， 〈…称乂的 

阶子式 


Vn 下的解析表达式.若 
而若 / >0= n ，则 Qf ( V „) 


• • • 


r = n 




即/正定 






下的解析表达式，即若 


£2 


£ 


(X — 


_ _ • 


n 


(£ l ，£2 


• • _ 


r 


ii i 2 


A 




为 A 的一个 r 阶主子式. 而 


k 


2 


• •拳 




A 


k 


2 


则称为 A 的 A 阶顺序主子式. 

定理 4.1 给定 n 元实二次型 
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n 


n 


S “ 工 i 工 j ( a 0 

^ 1 • *— 1 

则 / 正定的充分必要条件是其 4 阵 A 的各阶顺序主子式都大于零 


f = X f AX 


) 


— a 




p 


k 


2 


• •拳 


A 


> 0 (々=1，2 


n). 


■ •曝 




9 


k 


2 


• •爆 


证 必要性 R 上 n 维线性空间 V 内对称双线性函数/(«，戸) 

Q ) •把/(«，幻限制 


在基 q 
在 Af 内，在 Af 的基 


下矩阵为 A .% M = L(e 

Q 下它的矩阵为 


^2 


^2 


• • • 


• •參 


9 




9 


9 


9 


£2 


9 


a ll a 12 


^lk 


a 21 a 22 


a 2k 


= 


<^kk 


<^k\ a kZ 


因 V « GM , a ^0, Q /( a )>0. 按命题 4. 1 及其推论知 


k 


2 


• •參 


=\ A k \ 0 


A 


k 


2 


充分性 对 w 作数学归纳法•当 w = l 时 ,/^ anxbanX )， 显然 

angXKn ^ O ) ，故/正定.现设对 n ~ l 个变元的实二次型命题成 
立.考查 F 的子空间 M = L ( ei , e 2 ，…, kO ./ O ,/?) 限制在 M 内，在 

下的矩阵为 


基 Q 


£2 


• •學 








^1 n 一 1 


a \2 


a ll 


a 2 n — 1 


a 2l 


a 22 


A 


n — 1 


a 


a 


a 


n 一 1 n — 1 


n —— 1 1 


n-l 2 


其各阶顺序主子式 >0. 按归纳假设, V a 6 M , a ^0, Q /( a )>0. 按命 

题 4. l ， Ai - i 合同于 E »~ i . 于是 Af 内存在一组基 7 i ，72, …， 7«- i ， 使 
/( a , y 9) 在该组基下矩阵为 IP 

/(7«»V>) = ^ij ( i，j = 1 ， 2, …， n — 1). 

将％，％,…添加芒使成 V 的一组基.令 

? = ^ — fiVl^yVl — /(72 ， f>72 —…一 f(Vn-l,^)Vn 

则 7 i ，72, …， 7»- i ， C 与 U 2, …，等价，也是 V 的一组基.因(利 


( 2 ) 


—1， 
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用 （ 2 ) 式) 


f(VifO= /(7 。彡）一 /(7*,0/(H) 

= — /( 7 «，芒 ） = o . 

7 ^，？下的矩阵为 


故/(«，#)在基 7 i ， 72 , 


• • • 


0 


E 


n —1 


B = 


0 /(C，D 

5 与乂是/(«，的在不同基下的矩阵，互相合同，即有 : re iv /„( E > 
|： TI # 0 ,使 rAT = 5 , 于是(注意 | A |> 0 ) 

d = fi^O = \ B \ = \ T f AT \ = \ T \ 2 - | A | >0. 


令则 


/( u ) 


= 0 (t 


— 1) 


1 






• • • 


-fd 


f(VnjVn) = t/(^D = 1. 


d 


Vri ， Vn 为 V 的一组基，在此基下/(«，/?)的矩阵为 


而 7 l ，"2 
即 A 合同于，从而/ 正定. 


• • • 


最后，我们 指出以 元实二次型 f = X，AX 可以划分为以下几个 


大类 


1 ) 正定二 次型； 

2 ) 半正定二 次型： 其规范形为 

乂 + 3^ + …+ 

即/的正惯性指数/> =秩 r . 显然,/半正定的充分必要条件是对一 
切 《 ev ， Q /(«)= x ' AX > o , 半正定型的矩阵称为半正定 矩阵； 

3 ) 负定二 次型： 其规范形为 


y r 


— y 


n 


即/的负惯性指数 9 =秩 
切《关 0 ，仏(《)=：^ AX < 0 , 负定二次型的矩阵称负定矩阵 

4 ) 半负定二 次型： 其规范形为 


显然/负定的充分必要条件是对一 


r = n 


yl~yl~ 


即/的负惯性指数 q = ^ r . 显然，/半负定的充分必要条件是对一 
切《， 0 /&)=：^乂叉< 0 ，半负定二次型的矩阵称半负定矩阵 ； 
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5) 除上述四类之外，其他实二次型都称为不定型. 


习 


1. 判断下列二次型是否 正定： 

( 1 ) /= 99 j：i — 1 + 48 j ： i ^：3 + 1 30 j ：2 — 60 x 2^3 + 71工 


( 2 ) /= 10 j：i + 8xix 2 -r24 ： xiXs-\-2xl — 28 ^ 2^3 + 工 


(3)/=没+ 2 




i=l 

n 


(4) / = + 2 


工 r ’ 工 f _ + l • 


2. ^取什么值时，下列实二次型是正定的? 


( 1 ) /= 工 ? + 工 ! + 5^3 + 2tX x X 2 — 2X X X Z + 4 工 2 工 3 ; 

(2) f=x\ J r^ ： X2 ^x\ + 2tx\x 2 + 10^ ： i j: 3 H - 


3. 证明： 如果 d 是正定矩阵，那么 A 的主子式全大于零. 

4. 设 A 是实对称矩阵，证 明： 当实数£充分大之后 , A + A 是正 


定矩阵 


5. 证明： 如果 a 是正定矩阵，那么 yr 1 也是正定 矩阵. 

6. 设 A 是 n 阶实对称矩阵，证 明： 存在一个正实数 c , 使对任一 
实 W 维向量表成列形式)都有 


\ X f AX \ ^ cX f X . 

7. 设4为”阶实对称矩阵 ，| A |<0 .证 明： 存在实的72维向量 

x ， 使 m 

8. 如果 A ，5 都是正定矩阵，证明 A +5 也是正定矩阵. 

女石是半正定的. 

mmm 


9. 证明： rT ^ 

z = 1 

10. 证明： 

(1) 如果 / = 2 ^ a H x i x 


(% = %)是正定二次型，那么 


a ll a lZ 


^ln yi 


a 2 l a Z 2 


yz 


g ■(: yi ，％， … jy n ) = 


a„i dnl 


yn 


0 


yi 


yn 


m m m 
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是负定二次型. 

(2) 如果 A 是正定矩阵，那么 

|A| < 

其中 Pn - i 是 A 的 w —1阶顺序主子式. 

(3) 如果4是正定矩阵，那么 

(4) 如果: T =(~) 是 n 阶实可逆矩阵，那么 


P 


nn 


^ 11^22 


|^| 2 ^ 丄 1 (A + A + …+ 4). 

*=1 

11- 给定实二次型 f=X f AX(A f =A). 证明/半正定的充分必 

要条件是4的所有主子式都为非负实数.举例说明：如果仅有 A 的 

所有顺序主子式都非负,/未必是半正定的 

12. 给定两个《元实二次型/ 

(1) 举例说明 f 与 g 均非正定二次型时， /+g = X ' iA-\-B)X 
仍有可能为正定二次型； 

(2) 如果/和 g 的正惯性指数都小于寻，证明 f + g 必为非正定 


X f BX 


g 




二次型 


本章小结 


本章研讨的核心内容是线性空间内的对称双线性函数及其几种 
等价表现形式.它为在线性空间中引进度量奠定了基础.同时，它在 
其他数学领域及自然科学、工程技术中也有广泛的应用.学习本章， 
有以下几点需要特别注意. 

1) 双线性函数和线性变换的基础知识是互相平行的，这主要是 
它们的共 同点： 线性性质所决定.在线性空间取定一组基后,线性变 
换与双线性函数都由它们在该组基下的作用唯一决定，而这作用则 
归纳为 一个; z 阶方阵.从而线性变换与双线性函数都与 n 阶方阵建 
立起 一一 对应.线性变换在两组基下的矩阵是相似关系，而双线性函 
数在两组基下的矩阵是合同关系.由此完全弄清矩阵的相似分类与 
合同分类的本质. 
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但读者也要充分注意线性变换与双线性函数一个基本不同点. 
对任一子空间 M , 线性变换未必可以限制在内成为 M 内的线性 
变换.而对双线性函数，它可把定义域限制在任一子空间 M 内成为 
M 内的双线性函数.因此，双线性函数比线性变换显得简单许多.读 
者在研讨双线性函数时，应当学会利用这一点，把双线性函数的研究 
适当地转化到某个子空间中来研讨.在上面许多定理、命题的证明都 
用到这一点. 

2) 对称双线性函数，二次型函数，对称矩阵，二次型这四种概念 
本质上是等价的,读者应当掌握在它们之间自由转换这一重要方法. 

对于对称双线性函数我们考虑基的变换，对称矩阵则考虑其合同变 

* 

换，二次型则是可逆线性变数替换，它们也是本质上互相等价的. 

3) 本章较为深入的结果是关于实二次型的理论.实二次型的等 
价类完全由其规范形所决定.根据规范形的类型，实二次型可以划分 
为五个 大类： 正定型，负定型，半正定型，半负定型，不定型.当我们 
利用实二次型来在实数域上的线性空间中引进度量时，就是按这五 
大类来分别讨论.通常用的最多的，是第 一类： 正定型，但其他类型 
也可有应用，特别是不定型也有重要的应用（在物理学中).在下一 
章，我们将以此为出发点作进一步的讨论. 


习题答案与提示 


第-章 


习 




13•设尺对任意 / eL ,/ 关0,取定考査数域尺 UL 上一次方程 

lx = k 的解，推出尺，即 L ^ K . 

14. 证明 /(0) = 0.设有。6山使/01)9^0，推出 /( l ) = l >/( —1) = —1. 

15. 参照第14题的 方法. 


习 


用 x —1和 x +1 去对/( X )做综合除法，再以 

利用恒等式 X ” 一 1= (X — l )( X ” _1 + X ” -1 + w + X + l)，lil 


代入 • • 


x=a 


代入 


x—^ 


习 


4 


!• ( 1 ) joi = 0 9 xz = 2 


工3 = 


Xi = — 


( 2 ) 




工1 =— 


工5赘 OCt = 


工5, 


工3 = 0，工4= _ 1 一 ；工5 


(3) 无解 


(4) xi = — S 9 工2 = 3，工3 = 6， x 4 = 0 


19 20 


13 


(5) 


X\ = —Xz-—XAf X2 = —Xz-—X A 


(6) 无解 


(7) 


今+亡工4 


+ 


X\ = — 


JOif X2= — — —Xa^ Xz = 


6 


6 


3. (1) 无； （2) 有； （3) 有； （4) 有 
5. (1) 当 A 尹 1，一2 时有唯一 •解： 


2 


(1 + A) 


1 + A 


工 1 = 一 


工 3 = 


Xz = 


2+ A 

=1 _ X2 _ 


2 + A 


2 + A 


当 1 时有解 


工 1 
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当 A =_2 时 无解. 

(2) 当 a 关1，6#0时有唯一解 

1-26 
6(1 _ a ) 

当“=1，6 = 士时有解 


46 — 2ab — 1 

6(1 — d) 


工1 = 


X 2 = ~r 9 工 3 = 


2 —xs 9 x 2 = 2 fXs 任取 


工 1 




当 a = l ，6#; 时无解 


当6=0时无解 • 

(3) 当。= 0,6 = 2时有解•一般 解为: 

— 2 +工3+工4 + 5工 


工2 = 3 — 2 x 3 — 2 xa _ 6工5 


工1 




10. 设山#0,则 


Xjk = 


Xtt 


a 


第 


习 


!• fi = 6 ot \ — 3 a 2 + a 3 + 3 a 4 + 3 a 5 ( 解不唯0 


2* (1) 3= —a x + —a 2 — —a 3 - —a 4 


(2) fi = d \ — a 3 . 

3. (1) 线性 无关； （2) 线性 无关； （3) 线性 相关； （4) 线性 相关. 
12 . (1) A ， a 2 为一个极大线性无关部分组，秩 = 2. 

(2) a ，％，％ 为一个极大线性无关部分组，秩 = 3. 

(3) 力,《 3 为一个极大线性无关部分组，秩 = 2. 

是一线性无关部分组，对向量组 


4 


4 


4 


4 


14 •设 cu 


y^i 


Cti 


a, , ,a, 


yCti ， a”a 2 


yCts 


利用命题 L 6 的筛选法求其极大线性无关部分组. 

%与原向量组的一极大线性无关部分组线性等价,秩相等，从而 


15* a “，卬 


线性无关. 

19. 利用14题的方法. 

23. 利用 21 题的结果.其极大线性无关部分组可取为 


a—a ； ,a—a. 


Ct — Cti 


24. 用反证法•若有不全为 0 的…次使 


々1疗1+々2疗2+”.+々必= 0 


选取其中绝对值最大者，设为九，则 


k 


k 


k 


k 


i + l 


t-1 


5 


— ~r^s 


句 =— T^i — 


— 1 


a i+l — 


k 


k 


k 
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取上述向量表达式第/个分量，两边取绝对值，导出矛盾. 

Vn 与例 1. 7中的坐标向量^ 

+… + e „ 及每个 e , 均可被 rj '，7] 2 

组合，再反解). 


&线 性等价，即 e = e ! + e 2 
Vn 线性表示(先把％表为 e 及 e , 的线性 


25. 证明 7 i ，72 


^2 


» » • 




9 


9 


9 


• • • 


习 




1. (1) 4; (2)3; (3)2; (4)3; (5) 5. 

2. (1) a 2 ， a 3 ， a 4 为一个极大线性无关部分组，秩= 3 

(2) a x , a 2 , a 4 为一个极大线性无关部分组，秩= 3 

3. A =3 时 r (^4) = 2; A #3 时 r (^4) = 3. 

7. 秩= 


n 


习 


1. (1) 7 i = (1，_2，1，0,0), 72=(1, — 2, 0,1,0), %= (5,_6,0,0,1) 

(2) 7 i = (18,36,24,39,9). 

(3) 7 i = ( _ 1， _ 1，1，2,0)，72=(1，0,0,5,4). 

(4) 仅有零解. 

(5) 7 i = (0，1，2，1). 

( 6 ) 7i = ( 0 , l ， l ， 0 , 0 )， 72 =( 0 , 1 ， 0 , 1 ， 0 ) 


▽3 = (1 ，— 5,0,0,3) 


8. (1) 7。 = 了，，0，0，0 


7 i = (0，1，2,0,0)^2 = (0, 1，0,2,0) »^3 = (2,5,0,0,6); 

7=7。+是 l 7 l +々272+々3々3. 


(2) y 0 = 


了，了，0 ;7 i = ( — 2, — 7,一5,6); 


7 =y o+ 々 i7i. 

11- 利用不等式 r ( AXrdXrCB ). 

14. 利用第13题，证明 y 。, A ，…， y , 线性无关. 

16. 此时系数矩阵的秩<；2,故在实数域内也有一组非零解 


k 2 


k 


ki 


Xz 




X 




X\ 








n 


令，有九= 0,于是(利用 aij =— aji ) 


n 


n 





cos 呼 


sin7i 沪 


一 1 




n 


0 0 


1 0 


0 1 


0 0 


1 




— sinn^p 


COS7I 炉 




(3) 


1 . ( 2 ) 


0 


4 8 


1 


0 


(5) 当 n = 时为 4 


0 




12. 设齐次线性方程组 CX = 0 的一个基础解系是 q 

AX =0 的一基础解系 e ! 

Pi ，•••，/?<•证明 q 

= 0的一组线性无关解 向量. 再利用§ 3的定理 3. 1. 

Vs 作为列向量排成 矩阵凡 设所求齐次线性方程组为 4 X = 0, 则 
4 B = o , 于是及4=0,求齐次线性方程组及 r = o 的一个基础解系，以它们 
为列向量排成的矩阵取为 a '. 

14. 利用第13题及习题三第13,14 • 

15. 只要证例*+1，…，抑/线性 无关. 为此，由 5( aiH > i 7 ik+i + m + a /7/) = 0 推出 

似+17*+1 +… + fl /7/ = a i 7 i + …+办最后，注意 Brfk + i ， …， B % 均为 AY =0 

的解向量. 

证明 /i 1 7 i z 


将它分别扩充为 
，…， a s RBX = Q 的一基础解系& 

灼，…，汉是齐次线性方程组 ABX = BAX 


e r 




^ry€ti 


e r 




a s 


• • • 


• • • 


f 


9 


9 


f 


f 


13 •以 Vi 


• • • 


'为其一极大线性无关部分组. 


16 



1 -1 


— 1 


一 1 


当 n = 2k + l 时为 4 


1-1 


一1 _ 1 


一 1 _ 1 一 1 


n(n—l)^ n 


-2 


1 


X n nX n ^ 


⑹0 


-1 


X n 


nX n 


X n 


0 0 


3^ f{A)= 8 0 3 


-2 1 


-2 


工 11 x \2 工 13 


x 13 取尺中任意数 


其中 


0 


Xu x l2 


工 11 ，工 12 ， 


9 


0 0 


工11 
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7. 若推知(五 + j )( 五 一 3) = 0,由命题 4.6 知 

t(E + A ) + t(E — A ) n . 

再由命题 4. 4, 有 n = T (2 E )= T ( E + A -\- E - A )<： T ( E + A )-\- T ( E - A ) 

= 2时，取 A = 


0 


为一般偶数时可由此组合得出. 


n 


n 


9 


-1 0 


0 


d —— b 


!!• (1) A~ l = 


(2) A 一 1 = 


0 1 




— c 


a 


-3 2 

22 一 6 — 26 




17 


1—4 


— 3 


20 -13 


-17 


(3) A~ l = 


-l _ 


(4) A 


1-5 


-3 


-1 


—1 


0 


一 1 


4 


4 — 1 


— 5 


1 -1 




(5) A 一 1 = 


4 


1 


1 






1 -1 




12 -19 


-7 


3 


-5 


8 




(6) A 


41 -30 -69 111 


— 59 43 99 -159 

11 -38 


1 -3 


0 1 




(7) A 一 1 = 


— 2 


0 0 


0 0 


2 


0 


0 




— 3 


0 


0 


(8) A— 】= 


— 5 


— 3 




2 




3 


20 


— 1 




-7 -3 


5 -10 


(9) A 


3 
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6 -8 4 -2 


0 16 — 8 4 一 2 


(10) 4一 1 = 


0 0 16 -8 4 


2 5 


0 0 0 16 —8 


0 0 0 0 16 


11 


2 -23 


12. (1) X= 


(2) X=^r -1 -3 0 


0 


8 


0 


4 


-2 2 8 


(3) X=^r 


4 2 2 


4 


-1 


0 0 0 


0 


0 


0 




— 1 _1 


0 


0 0 0 


0 


0 


-1 


0 0 0 


0 




(4) X= 


0 


0 1 


0 


0 


0 


0 


一 1 


0 


0 0 1 


0 


0 


0 


0 


nXn 


1 


0 0 


0 


a 


n 


0 0 


0 


a 


13 - A~ x = 0 


0 0 


a 2 


—1 


0 0 


0 


<ln- 


1 


14. 考査以 4 为系数矩阵,以任意 h ,6 2 , … ，么为常数项的线性方程组，对此方 

程组增广矩阵3依次作如下初等行变换： G ) 把2,3, 

行,再把第1行除 ~^ n(n + l ) Kii ) 把第 f 行乘（一 1) 加到第 t + 1 行，这里 f 

依次取; I 一 l , n — 2,… ,3,2;( iii ) 把第1行加到第3,4,《行.设最后得到 
矩阵不 .写出瓦所代表的线性方程组，从中解出 
2两方程解出 

得 

矩阵 B 的逆可利用第一章习题二第9题的结果构造出来. 

21. 证明 AA ~ X = E 即可.计算中利用为尺中一个数(一阶方阵 

可当作数看待），按矩阵乘法与数乘的关系，它可提到矩阵连乘积之外. 

23. 证明 （3) 中不等式时 ， ％C = AB -5 A , 再对 Tr ( CC ') 利用 （1),(2) 中的结 


各行加到第1 


• • • 


，w 


代回第1， 

最后让 h ,6 2 ,…，乂分别取单位矩阵的 n 个列向量，即 


X2 ，工3， 


，工 n_l , 


X\ fX n 




1 


果 
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习 


一 1 


一 1 


0 C 


A 


0 


3 . D^ = 


2 . X 


-B~ l CA 

11 . 从等式土次+戊次二次戍两边取迹，再利用习题五中第23题的 结果. 

12 . 利用命题 4. 5与命题 6. 2. 


— 1 


1 




A~ L 0 


第三章 




习 


18 * (1) 一 6. (2) 25. (3) 一 483. (4) 0, (5) 24. (6) ~ 


8 


19 . (1) -2(x 3 +y 3 ). (2) 

( 6 ) a 2 -\-b 2 -\~c 2 一 2ab — 2ac — 2bc + 2d> 

n 

(1) 丄 1 (<2, 一 X ) 

i = l 

( 2 ) (- 1 ) 

n 一 1 

(3) C - ir ^ axbnYl ^ 


(3) 0. (4) 48. (5) 160 


X y 


( 2 土+ 1 ) 


26 


nCn — l) 


2 


# 


n. 


— ai+ibi). 


+i 


(4) ^(5 n +1 -2 n+1 ) 


sm( /z + l)g 

sina 


= 0 时为 (w + l)cos rt a 


(5) sina ^ O 时为 


sina 


n 


£l 


( 6 ) 


X\Xz mm% X n 


27 . 将每个行向量表成若干向量的线性组合，再按行线性展开. 
28 - 利用等式 


cos 々 a + isinka = e lka = (cosa + isina)* 

=(cosa — isina) 


k 


-ika 


coska — isinka = e 


的多项式，再利用第19题的结果 


将 cos ^ a 表为 


cosa 


习 


-2 0 2 


2 . A 


0 0 1 


-6 2 5 
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0 


0 


3 - (1) A 


铸 


A 


0 1 -2 


0 1 -2 


-3 2 


-3 2 


-1 


-1 


— 1 


1 -4 


4 




-i_ 


(2) A 


菁 


A 


5 3 


-3 


-1 


1 _ 5 


1 -6 
10 -1 


—1 


4 




0 


0 


0 0 


-l 


(3) A 


* 


* 


A 


A 




0 0-1 


0 0 0 -1 
1 9X2 = 1 9X3=1 >x 4 = 1 . 

1 ，工 2 ^ 2 9SC3 ^ 1 ，工 4 === 2* 

l +^ i ^ 

1+ x 2 y n 


10. (1) 


X\ 




( 2 ) 




工 1 


l+^l^l 1+ 工 1^2 

1+^2^! l +^2^2 


• • • 


n 


12 .( 1 ) 


l+^n^l 1+ 工 n3^2 


l+x n y n 


0 


0 


1 


工 1 


0 


0 


工 2 


yi yz 


y n 


% m m 


0 


0 


0 0 


0 


工 3 


0 J L 0 0 


0 


0 


x 


n 


n — 1 


ai 


a 


Jo ^1 


^n—l 


-1 


a 2 


d \ <lz 


a n 


^1 ^2 


Sn 


a 2 


( 2 ) 


n — 1 


一 1 


n 一 1 


a 2 


n — 1 


s n 


s 2 n -2 


a 


a 


• • • 


n —1 


a n 


a 


n 


n 


(3) 作行的互换变成例 3. 3. 

IS. 当 n>0 时 , 设它是具有此性质的最小正 整数. 首先证明此时对都有 

丨 =0, 由此导出矛盾），再证 


n— 1 I 7^0 (若有某 I A n- 1 丨 = 0 ，证明 I A 

明,对任意下列齐次线性方程组 


j+l H — 1 


+ + …+ a ,+„ M 0 = 0 


“j+n — \tl n ^5+n^n — 1 


+ “ j +2 n —1 M 0 = 0 


• • • 


的任一解也是 


< ls + nU n + 


+ ••• + CL s + 2 nUQ = 0 


^ i + n + l ^ n — 1 


的解 
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第四章 




习 


12. 该线性空间维数为 3, 五，儿为一组基 


13. (1) P= —€i + —e 2 — —e 3 — —^4 


4 


4 


4 


4 


( 2 ) 2^1 ~|~82 — 363 "h 2 ^ 4 . 

15. 过渡矩阵 7 1 的第々 + 1 列 0 = 0 ， 1 ， 2, … 


一 1) 是（自上而下) 


k 


k 


k 


( 一 l ) k a k f ( — 1) 


k —2 


Jk-2 


( — 1 ) 


1，0 ,… ,o 


是 _1 


k — 2 


16. (1 ) 过渡矩阵 


2 0 5 6 


13 3 6 


T = 


1 


1 


0 


1 


卢=工171+工272+工373+工474 


其中 


11 


4 


b\ + —b 2 — b 3 — —b A 


X\ = 


23 


4 


27 心 + 言〜一言〜一 P 4 , 


Xz = 


厶4 


b 


工3 = 




26 


7 


h 一 7厶2 + 7厶3 + 二厶 4. 


x A = 一 


27 


27 


(2 ) 过渡矩阵 


10 0 1 


110 1 


T= 


0 


0 


1 


3 


3 


^ = l 3 €l + l 3 €2_ 13 e 3_ l 3 e4 


(3 ) 过渡矩阵 
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2 


3 




1 






4 


-1 


3 0-1 


1 


10 -1 




卢= _ 27 i —"^"72 + 473 — 774 


17 - $= ( — a 


a ) ( a ^ O ). 

21 •若 a+/?=0, 则 /3=/?+0 = 夕 +0+ 卢)=(/?+幻 + /3. 现设 /3+7=0, 于是 

0 = 13 + 7 = [(/3+or)+ /?] + /= (/?+or) + (j9+7) = (/3+or) + 0=/3+a. 

23 ， 先证此时仍有 0or=0, （一 l)ar= —a 然后利用 


一 a 9 — a 


(-1)0+ 卢 ）=(- l ) a +(- l )/3, 


两边从右边依次加 /?，a 




习 


1. (2) dimC ( A )= w ， 五 ,, G = 1 ，2,…， w ) 为一组基 

2. dimC 04) = 5•它的一组基为 

0 1 0 
0 0 0 
9 0 3 


10 0 
0 0 0 

-3 0 0 

3. 该子空间维数为4 


0 0 0 


0 0 0 


0 0 0 


10 0 


0 10 


0 0 0 


9 


9 


9 


0 


-10 0 


k 


M k 不充满 v , 取 | J 脱•若 <从 +1 ，则取 

1=1 

A+1 

使 Mm , 


应用数学归纳法.设 


k 




脱，当 /3 GMi 时,证明有 


12. (1) 3维， Or 2 , OT 3， a 4 为一^组基 

a 2 为一组基. 


(2) 2维 

13. 2维，它的一组基为 


^1 


7 i = ( _ 1，24,9,0)，^2 = ( 2 > _ 21，0,9). 

的为一 组基； 

交的维数=1; 4 a 2 - a x 为一组基. 


14* (1) 和的维数= 3; 


^1 9^2 


9 


(2) 和的维数= 4;为一组基 

交的维数 = 0. 

(3) 和的维数= 4; 


卢2为一组基 


^1 ， a 2 ,a 3 


9 
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交的维数=1; Pi 为一组基 


n 


于是办 


28. (2) 设 A = (叫)的列向量组为化 


， a n . 


• _ _ 


9 


利用列线性，有 

f(A) = /| 

按上述办法对每一列展开. 

(3) 设^4=(叫），定义 


n 


) = ^ a i k k/( a i 

f ■• ， 




o 


众1 ，…， 


<^n 


f k = 1 


n 


n 


f(A) = \ … y % i … 气 n b、— 


n 


n 


证明 / G 4) 为列线性. 

(4) 利用 （3) 知可定义 n ” 个列线性函数满足(1<力,) 2 ,… ,) w < n ) 


八)2 


d 


勾） = W « v 2 


,e, 


_ _ _ 


w 


2 


n 


n 


其中知为克朗涅克 记号. 证明 /> lV '为 尸(尺)一组基 
(5) 利用第三章习题一第 5 

29. 设 F 在尺上一组基为 q 

{帥 U = 1 ，2， 

30. 在 28 题给出的 POO 的一组基中，令力,) 2 , 

能的排列，则集合 { f hh ^ n } 即为尸(尺 ）n q (尺)的一 组基. 


L 在 F 上一组基为 rj ly rj 2 
1，2,…， n } 为 L 在 K 上的一组基 • 


7” •证明 


^2 


e m 


• • • 


9 




取前 n 个自然数的所有可 


n 


习 


\a m ^eK} ； lrnf=K m 

,0) I a* 6 ^ } 


1- Ker/= {0, … ， 0 ， a m +i 


9^rt 


_ _ _ 


Kerg= {0} ;Img= { (a 
Coker/={0+K m }； 

Cokerg* = L { e m+ x + Img ,• • • ,e„ + Im^} (其中 $ 为 F 中坐标向量) 

Ker/=L(7i ，％ ) ， 7 i= (5 ， 1 ， 2,0) ， 7 2 = (1 ， 0,0, 1); 


• • • 


9 


9 




Im /= LOi ，处），疗1=(1，0，1)，疗2 = (2，1，3). 


Coker/ =L((0,0 ， 1) + Im/) • 
7 - Ker/= {0 }； 


Im /= LOi ，戊 2 ，戊 3 ) 


(1， _ 1，2,0) ，戊 2 = (0，1，0，1)， o ：3= (1，1，1，2)； 






Coker/ = L(a+Im/) 9 a= (0,0,0 ， 1). 



习題答案与提 7 


384 


0 0 


1 




(^1)，•/*(々2)， y * (夕3) ) = (疙1 ，疙 2 ，它3，它4) 


0 


L 0 0 0 

8 * Ker /= { 0 } \ \ vaf = { 6i ： r + 62 ： r 2 + … + 6 ”： r ” | 6 , 6 尺} 

Coker / = L ( 1 + Im /) ♦ 


9 


0 


0 


0 


(/( l ) ，/(工），… W — 1 ) — (1 


X 


，工 n 


0 


0 


n 


2-10 


20 - ( 1 ) 0 11 




0 


0 


0 0 


(2) A = 


B = 


AB — 


0 


0 


b 


0 0 


a 


—b 


0 


0 1 0 0 


a 


b 


0 


0 0 


0 


a 


(3) 


(4) 


0 0-6 

0 0 0 0 

0 0 0 0 — b 

20 -20 

-5 -2 

27 18 24 


0 1 


a 


b 


0 


a 


a 


-i i 
2 2 0 


_ 5 




(5) 


( 6 ) — —4 


0 2 


2 3-5 


(7) —10 —1 


—1 1 


b 


0 


0 


—c 


—— b 


u —— d 


b 


0 


21 - ( 2 ) 


d — a 


0 


c 


—c 


—b 


0 


c 
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an 


^13 


^33 ^32 ^31 


^21 


^23 


( 2 ) 


23. (1) 


^23 fl 22 ^21 


^22 


k 


k 


a 12 


13 


31 灸 “32 


^33 


^ 11+^12 

(3) ^21+^22 — a \\ — “12 ^22 — a \Z a 23 — a 13 

一 a 31 + a 3 2 


^12 


^13 


a 32 


a 33 


2 




4 10 10 


26 


16 40 40 


一 7 — 8 


0 


4 4—2 


—1 


4 0 




0 


2 12 -1 
2 _ 6 10 14 

0 14 _ 5 一 12 


-6 


27. (1) 


(2) 丄 


4 


0 


0 


1 -3 


0 




-2 


-2 






2 


3 


( 2 ) 


28.(1) 


1 


2 


37. 设 i4c=A+LB, 这里是 n 阶实方阵.此时可取 


A _ B 


A 


B A 


当 |4|#0 时， 

|det(Ac ) | 2 = det(Ac ) det(Ac ) = \A iB \ \A — \B | 

= \A\ 2 \E + iA- l B\\E - iA- l B\ = \A\\A + BA~ l B\ 

对 An 作分块矩阵初等变换，再利用第三章命题 2. 8. 

当 |4|=0 时以 4(f)=^ ： +4 取代再令 ^0. 


f ^ Wi ! 


习 


(1) Ai = 7 > V x ^~ L (€ i " h 62 ) » 

^2 — — 2 ， Vx 2 =L( — 4^1 + 5 ^ 2 ) • 

(2) 当 时： Xi=ai 9 Vx, =L(ei + ie 2 ); 


A 2 = —ai, ^=1/(£1+1£ 2 ). 


2 
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(3) Ai = 2, ^=1.( —2 ei + e 2 ) ； 

A 2 = l + V ^3 _ 

A 3 = l — V ^~3~ 


L( — 3ei+e2+ ("\/ 3 — 2)e 3 )； 

-( V r 3" + 2) e 3 ). 


Va 




V r A 3 = L( —3€j + e 2 
(4) Ai = l , Fa , = L ( e 2 ，ei + e 3 ); 


又 2 = — 1 ， V = Zrf (€i — 63 ). 

(5) Ai = O f Vx x —L( — 3^1 + €2 — 2 々）； 

A 2 =— VTT 

L ((3 + 2 i)si + 13€2 + (2 一 3 ^ s /14 i )^)； 

Xz = ^/~\A i » 

L((3-2 Vl4 i)ei + 13e 2 +(2+3 Vl4 i)e 3 ). 

(6) Ai = l , VA^LCSei —6 e 2 + 20€ 3 )； 

义 2 = — 2 ， FA 2 = L ( e 3 )- 

(7) Ai = 2 > V^Aj = Z/(€i + 62 -|-€3 »£1 + £ 4 )； 

V r A 2 = L(—ei + e 2 +^3 + 


Vx 




Vx 




A2 = — 2 


-2 2 


( 1 ) T= 


0 


一 1 


0 


一 2，： y = — 4， fi 与 C 不相似 • 

12. 利用第三章例 2.7 计算 | AE — i 4|. 

14. 必 要性： 利用定理 4. 2. 

充分性：利用命题 4. 4及例 4. 5中的方法，并利用第二章习题五第9题 
16•设 A 在基 ei 


( 2 ) 


x = 


€„下矩阵为设 


or = a^i + a 2 e 2 + …+ a k ^k 


其中&关0•我们有(令£。= 0) 


k 


Aa= ajA^j = ^a, (AqS, + 一 i) 


=Ao^a^e, + 2 


AqOT + 






于是 


P = + … + = Aa — Aoa G M 


继续此推理，可知 e,eM 
19 •设 4 在基 q 


下矩阵为九若 | A £- A | =0无实根，令为其一复 


e „ 


• • • 
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根，则有 t /+ iF 07, yeR n ) 使 A 07+ iv ) = u +6 i ) a 7+ iv )， 令 a = (&，•••, 

匕)^/，卢=(£ 1 ，〜，4:^,证明/^，/?)为二维不变子空间. 

22 •设 V = V Al ㊉ … ㊉ h •令由命题 4. 6,有 M=Mi ㊉…㊉ M *. 现 

令1' =脱 ㊉ M ， 证明 iV=iVi + … + iV A 即为所求. 

23. 使用数学归纳法.设山为 A 的一特征值，•令 M = LO ) •又 

N 为 A 的不变子空间，使 V = Af ㊉ iV , 对 iV 使用归纳 假设. 


25. 利用第24题及命题 4. 7,对任意证明 f(A)a=0. 

28. 利用命题 4.6 .设 F 内线性变换 4 在基 q 

L ( e i 9 e n -^ O^J A 的一个不变子 空间. 

31. (1) £ u +£, 2 + … +五,”（/= 1，2, 


下的矩阵为山则 


^2 


e n 


• • • 


> 


9 


9 


) 即为所求. 


• _ • 


fTl 


(2) 证明存在整数 h 使户=£ 

(3) 证明办 


Zkm 


0 = l ，2，〜， w ) SP 的特征值，且每个特征值有 w 个线性 
无关特征向量，或证明 P n = E 再利用第14题的结论. 


e 




n 


第五章 


习 


_ 14 15 


-29 11 35 


-9 


— 4 


69 —11 


15 


— 1 一 2 一 7 


25 


-3 


7 - (2) A = 


(3) A = 


—12 —10 


1 -123 


-11 


1 14 


-3 


— 5 — 1 — 1 — 9 


4 -15 


10 0 0 


0 0 10 


(2) A = 


0 10 0 


0 0 0 1 


(3) 过渡矩阵 


0 


0 


0 


T = 


0 


0 1-1 


1 — 1 0 


0 


/ G 4, B ) 的矩阵为 


2 0 0 0 


0 2 0 0 


A = 


0 0 2 0 


0 0 0 _ 2 
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(4) 秩 = 4 


10 0 0 

0 10 0 

0 0 1 0 

—0 0 0 -1 

(5)) or=(0,0 ， l ， l). 

2b 已知 /U ， /3)=0<=^Q/(or)=0 , 故当 /(a,/9)=0 时由 20 题知有 g(a) = 0(^ 

h(a) = 0 ) ，取 1 9 /(a) = 0. 否则，设 /(or 0 ， /3 0 ) = g(a 0 )h(fi 0 ) =/(/?o,or 0 )= 

貧(卢。)/10())：7^0.取 / O )= g ( or ) ，则 


5 2 10 14 


2 10 11 19 


11. (2) A= 


(3) 


10 11 37 47 


14 19 47 64 


的 =志发(脚。 )= 器 /(/? ). 


_ = iW/( ao 


9 


习 


-1 


2 0-2 


2 


0 




2 . ( 1 ) 


0 0 0 0 


— 2 


0 


f(a 9 a) = -x\-\ - ^X\X 2 — 4 工 1 工 4 — 3 工 $ + 2 工 2 工 4 + 2 工 ; 


0 0 0 


0—1 0 0 


f{a y a)=x\ — x\—x\. 


( 2 ) 


0 0 —10 


0 0 

3. (1) f(ot 9 fi)=xiyi-\-jciy2-\-X2yi + xzyt + xtyz + xzyt 

+ ^ 3^3 + ^ 3^4 + X 4 yz+ SC 4 y4 - 


0 


( 2 ) /(or , /?) = — lxiy 2 +JCiy 3 +xiy A +x 2 yi +^2^3+^2^4 

+ 工 3：y 1 + 工 3 ： y2 + 工 3：y 4 + 工 4：y 1 + T4 ： V2 + 工 3 ] < 


(1) —^yl + Ayl + yl ； 

⑶ yl—yl ； 

(5) ^ y \— y \~^ y \~ y \； 

(7) +^ 2 + 2 ^ 3 - 23 ； 

⑻ y\-yl+y\—y\-\ - \-yln-i—ylnt 

(9) 当 n =2 k-\-l 时， y \— yl + y \— y \-\ - ^ ylk - i—ylkf 

当 n =2 k 时， y \— y \+ y \— y \-\ - Vylk - i — yl ^ 

7 - /=； TG 4' A ) 兄证明 r 04 M ) = rG 4)， 为此，只需证齐次线性方程组 = 0 


2 9 




(4) 83^1 + 2yl — 2y 2 3 — Syl 

( 6 ) y\ + 2yl — 2yl ; 


4 9 
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和 G 4'4) X =0 同解. 

设 A ， B ， T 左上角的 r 阶小块矩阵分别为 Ar . Br , T r . 利用 T ' AT = B 作分块 

矩阵运算得出 TlArTr = Br . 

充分性的证明：对/变量个数 w 作数学归纳法.当 <211=7^0时，根据本书中介 
绍的计算法，可用三角形变换 X = TY 将/化为 

n n 

+ y^Ajyiyj (bij = bji). 


m 


^nyi 


的 n — 1 个变元的二次型使用归纳 


然后利用第8题,对上式中右边 


y 2 f 


yyn 


假设 


习 


(4) z\-\-z\ 
(4) z\+z\ 


1- (1) z\-\-z\-\-z 
2* (1) z\-\-z\ — z 


(2) z\ — 

解法 i 设实数域上 《 维线性空间 f 内对称双线性函数 /(«,#) 的二次型函 

数 Q / ⑷在基句 

) G = 1，2,…，/ >) 的一极大线性无关部分组为 

扩充为 R " 的一组基 
7" ，令 Y=n (7 i ，… ，7”） = h 


(3) z\—z\ 


z z —z z 


下解析表达式为此二次型 /. 令向量组 


(<2 


CCi 




a 


_ _ _ 


9 




则 r </>. 将它 
以它们为行向量排成可逆实方阵 

，…，4)了 _1 ，则 Q / O ) 在基 7 i ，•••，％下表达式 


ai 


at 


a 


n 


，洱 


Cti 


变为 


y\ + ••• + + /r+1 + ••• + ^ _ C+l — 




_ _ _ 


的一次齐次函数.令 M=L{rj r 


其中 Z r +,G = 1，2 

%)，则对任意 a <)6 M ， 有 ao = > +1 7 r + l + … +： Vn 7 n ， 从而 


p — rO 为 yi 


fyr 


+1 ， 


Ko 


Qf(a 0 ) = —ll + 


— • • • 


下 Q /(〃) 的解析表达式成规范形 


另一方面，设在 V 的基 


( Oi ， a > 2 




+ 


— z 


z 


z 


• • • 


«+v , 


«+l 


u 


o > J . 则对任意 JV 中非零向量 /?, 有 

不全为 0) ,于是 Q / C /3) =4 +… +zl>0. 


则 w 为/的正惯性指数•令 N = Uco , 


/?=2 ： ia>i + ••• +z u ^uiz 


9 Zu 


由上面讨论知 MC \ N ={0}. 而由维数公式知 

0= dim(M 门 N ) = dimM + dimiV — dim(M + N ) 

< r </>• 


^ n 一 r + w 一 n 


=u — r 冷 u 


/ 的负惯性指数的证法与上面类似. 

解法2设/经可逆线性变数替换 Y = TX , T = (~)化为如下规范形 

y\ + ••• yl ~ yl 


一 yl 


• • • 


+ 1 


+v 
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如果/><仏考查下面的齐次线性方程组 


l\{Xi 


Xn ) 


+ **• + CLi n X n = 0 


^11^1 




l P (x 


Xn ) 


+ a pn x 

+ 广 w+i 


= 0 


€ Lp \ X \ 

工 n) = ^«+1 1 工 1 




• • • 


n 


yu+xixx 


= 0 


X 


• • • 


• • • 




n 


n 


y » (^i 


Xn ) 


t n \ X \ + … + f 

方程个数 p-\-(n — u )= n — (w —/>)< 未知量个数 w ， 它有非零解 


= 0 


x 




• • • 


n 


nn 


= k 


= k 


h 


X 


工 1 


工 2 




n 


n* 


—，…， 々”) 


于是 /(々 I ，…，々 》)= —心“々!，…，々”）— 

= / (々1，…，々》) + 

由此立知： yi (々 i ， …，々《)=…= y u (k 

= y n (k 


• • • 


+ yl(k 

) 3^ w+l (々1 ， ••• ，々》 ) 

kn ) = 0, 


k n \ 


• •鲁 


争•争 


9 


• • • 




但 


: Vl( 々 l ， … ， 々 n) 


k 


1 


= T ~ 


= 0 


k 


: Vn( 々 l ， … ， 々 J 


n 


矛盾.故同理可证 v 《 q . 

7. 设 Q / ⑷在基下解析表达式成规范形 


Qf(a) = x\ + ••• + x 2 p — x 2 p 


2 


X 


+ 1 


p+q 


易知此时 p >0， q >0 •令 


Q ij = Vi + Vp+j 0 = 1 ， 2, •••，/>;) 

= Vi — Vp+j o* 


q ) 


1,2 




• • • 


1，2，"•，/ >;) = 1，2,…， g ). 

、 等价，从而可从中挑出 V 的一组 




则％,知均为迷向向量，证明它与 7 i 




类似第7题.设.命 M 是含于 iV (/) 且维数最大的一个子空间，又令 
W ^= L (7 i ，…，7/»).则必 Mf ] W = {0}. 由维数公式有 

dimM = dim(Af + W ) — dimW ^ ^ n — />. 


若^>/>,考査一 /0，/3) 即可. 


习 


1. (1) 是； （2) 不是； （3) 是； （4) 是. 

2 . (1) ~4<^<0; (2) t 取任何值二次型均非 正定. 
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10 . (1) 对 n 作数学归纳法•令4= U 7 )， 则有 n 阶实可逆矩阵 T , 使 

T 01 rA Y 

Y 0 


T 0 


E Z 


Z = YT 


Z 0 


0 


0 


E Z 


由此推知 IT 1 | 2 gQyi ，…，: y „) 

次型使用归纳假设. 

(2) 令 Aa - l 为 ( a :7) 左上角的 n — \ 阶子块，则 


的二 


然后再对右边 




Z\ ，之 2 


Z 


贅 


n 


Z 0 


汉 1 


泛 11 


n 


A 




a n \ 


a 


nn 


0 


汉 i 


n 


A 


A 


n —— 1 


n—1 


0 


a 


n 一 1 n 


0 


a n \ 


a 


a 


a n i 


a 


n n 一 1 


n n 一 1 


根据 (1) 知上式右端的行列式 <0. 

11 . 充分性的 证明： 证明对任意正实数均正定，然后令 0. 这里需用 

到第四章习题四第29题的结果(此结果可利用对|化+4 | 逐次对 f 求微商 
后令£ = 0得出）. 


反例： fix \ jX2 ) = — x \ 


12 . (2) 设二次型函数 Q / ⑷在基…，匕下解析表达式为 


+ … -\- x 2 p — x 2 p 


(p < n /2). 


X 


— X 


+1 


p+q 


二次型函数在基下解析表达式为 

y\ + ••• + yl — 


— yl+s ( r < w/2) ， 

令 M = L ( b +1 ，…,匕）, W = L (7 r +1 ,…，％)•证明 {0} ,从而有非零向 


6 A / 门 JV ，而 Qf^g O 。） = Q / O 。） + Q〆 a。 X 0 • 

注两个对称双线性函数 /(«,/?) ，&(«,/?)的加法定义为 

(/ + + g(a 9 fi). 


UM 


此时有 Qf + g U )= Q f ( a )-\- Q g ( a ) 



